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Resum

Paraules clau: Problemes de Dehn, problema de la paraula, grups lliures

MSC2010: 20E06, 20F05, 20F10

Aquest recull és el conjunt d’uns quants resultats de la teoria dels problemes de decisié en
grups, els quals sempre han estat d’interés dins la teoria de grups. Partint de la teoria béasica
de grups lliures i d’alguns fets que suposarem donats, anem obtenint resultats relacionats amb
els problemes fonamentals de Dehn. Un cop presentats aquests problemes i demostrat que
existeixen grups finitament presentats amb problema de la paraula irresoluble, introduim les
propietats de Markov, les quals sén recursivament irreconeixibles. I partint de la demostracié
obtenim uns quants resultats sobre la inclusié de grups en grups generats per dos elements.
Finalment partint de la construccié de Miller, obtenim uns resultats relacionats amb el
problema de l’orbita i el problema de conjugacio. Hem de precisar que aquest recull va desde
problemes i resultats classics (com el problema de la paraula), fins a resultats més moderns
(demostrarem que hi ha un grup generat per 14 matrius de GL4(Z) que té problema de

lorbita irresoluble).



Abstract

Keywords: Dehn’s fundamental problems, word problem, free groups

MSC2010: 20E06, 20F05, 20F10

This work presents a collection of results about decision problems in groups, an area of
research that has been always active and interesting within groups theory. Based on the
elementary theory of free groups, we keep collecting results about Dehn’s fundamental pro-
blems. After those problems are presented and the existence of a finitely presented group
with unsolvable word problem is proven, we introduce and study the so called Markov pro-
perties. Using those techniques, we also give some results about groups embeddings into
two-generated groups. Finally, using Miller’s construction, we obtain some results about the
conjugacy problem and the orbit problem. We want to emphasize that the present manuscript
collects from very classical results (about word problem, for example) to much modern ones

(like the existence of the 14 matrix of GL4(Z) generating an orbit undecidable linear group).



Capitol 1
Preliminars

En aquest treball assumirem que el lector esta familiaritzar amb la teoria basica de
grups, no obstant en aquest capitol recordarem unes quantes propietats basiques.
Abans d’aix0 presentarem una definicié que esta present en tota la teoria dels proble-

mes irresolubles.

Definicié 1.1 Un algoritme és un conjunt finit d’instruccions o passos que serveixen
per a executar una tasca o resoldre un problema. Un algoritme ha de tenir clarament

definits els segiients tres aspectes::

e Context: és el que es suposa que no canvia (Uestructura algebraica i el marc
on haurem de fer calculs),

e Entrada: és el que es déna a l’algoritme (el conjunt de possibles entrades valides
ha d’estar ben determinat), i

e Sortida: és el que 'algoritme donara com a resposta a partir d’'una entrada

donada.

Normalment escriurem l’operacié del grup com la multiplicacié. L’element neutre

I'escriurem com a 1 i I'invers d’un element g sera g~ !.

Definicié 1.2 Per a qualssevols u, v d’'un grup G, anomenarem commutador [u,v] =

uw~tv~luw. Si aquests dos elements commuten, el seu commutador sera 1.

Definicié 1.3 L’element v~ 'uv s’anomena el conjugat de u per v. Dos elements u, w

Luv. Per a un

d’'un grup G s’anomenen conjugats si existeix v € G tal que w = v~
v € G la funcié 7, : G — G definida per 7,(g) = v~!gv s’anomena conjugacid per v.

1
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Si S és un subconjunt d’un grup G, notarem per (S) el subgrup de G més petit
contenint S anomenat el subgrup generat per S; es pot caracteritzar per:
{9 € Glg = s{'s5* - - - s}" per alguns s; € S'ie = £1}

Definicié 1.4 Sigui G un grup i g un element de G, el centralitzador de g és el
subgrup:
Cg(a) ={x € G | za = az}.

Definicié 1.5 Sigui G un grup, H un subgrup de G i sigui g € G. La classe lateral
de g modul H és el conjunt:
gH = {gh|h € H}

També es pot definir de manera similar Hg.

Definicié 1.6 Anomenarem 'indez d’un subgrup H d’un grup G al nombre de classes

laterals.

Definicié 1.7 Sigui G un grup. El rang de G rank(G) és el nombre minim de gene-
radors que necessitem per a generar G:
rank(G) = min{|X|: X C G,(X) = G}

1.1 Grups lliures

Definicié 1.1.1 Direm que un subconjunt S d’un grup F' és una base lliure de F si
per tot funcié ¢ : S — G es pot extendre Unicament a un homomorfisme ¢ : F — G
tal que @(s) = ¢(s), Vs € S.

Un grup F' s’anomena grup lliure si té bases lliures per F.
Teorema 1.1.2 Si S és un conjunt, existeiz un grup lliure Fs amb S com a base lliure.

Teorema 1.1.3 Tot grup és quocientd d’un grup lliure. En particular, si G és un

grup, existeix un grup lliure F i un subgrup normal N tal que G =2 F/N.

Definicié 1.1.4 Una paraula esta lliurement reduida si no conté cap subparaula de

la forma zz~! o z71z.

Teorema 1.1.5 Sigui G un grup, i S un subconjunt de G. Aleshores G és lliure amb

base S si i només si es compleix:
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(1) S genera G,

(2) Siw és una paraula en S i w =g 1, aleshores w no esta lliurement reduida.

1.2 Producte directe i producte lliure

Necessitarem definir el producte directe i el producte lliure ja que els utilitzarem en

diferents teoremes i demostracions.

Definicié 1.2.1 Donats dos grups K i H amb presentacions K = (S|D) i H = (T|E)
i assumint que S i T sén disjunts, anomenarem el producte directe de K i H al grup
presentat per:

KxH=(ST|DE, st=tsVse S,teT).

Aquesta definicié és equivalent a:

M és el producte directe de K i H si existeixen homomorfismes pg : M — H,
pr : M — K tals que, per tot grup G i per qualsevol par d’homomorfismes o : G — H,
B : G — K, existeix un unic homomorfisme v : G — M tal que a = pgoyif = pgor.

Definicié 1.2.2 Donats dos grups K i H amb presentacions K = (S|D) i H = (T|E)
i assumint que S i T s6n disjunts, anomenarem el producte lliure de K i H al grup
generat per:

K+«H=(SUT|DUE ).

Aquesta definicié és equivalent a:
L és el producte lliure de K i H si existeixen homomorfismes tgy : H — L, 1 : K — L
tals que, per tot grup G i per qualsevol par d’homomorfismes a: H — G, 8 : K — G,

existeix un tnic homomorfisme v: L — G tal que a =yotg i S =7voik.

Suposem ara que H i K tenen un subgrup isomorf, anomenarem M a aquest sub-
grup. Per tant tenim dues inclusions 0 : M — Hi7: M — K; siguin A = (M) i
B = 7(M) i volem fer el producte lliure identificant els dos subgrups isomorfs A = B

viag=700" L
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Definicié 1.2.3 Donats dos grups K i H amb presentacions K = (S|D) i H = (T|E)
i assumint que S i T sén disjunts, i sigui A un subgrup de K isomorf a un subgrup B
de H anomenarem el producte lliure amalgamat per A = B de K i H al grup generat
per:

K « H=(SUT|DUE,a=¢(a)Vac A).

Aquesta definicié és equivalent a:

L és el producte lliure de H i K amalgamat pel subgrup M si existeixen vy : H — L i
ti : K — Ltals que tyoo = tx o7 i satisfent que, per qualsevol par d’homomorfismes
a:H—Gip: K — G complint coo = o7 on G és un grup qualsevol, existeix
un tnic homomorfisme v : L — G tal que a =voitg i B =yok.

Normalment notarem A = o(M) < Hi B =7(M) < K. Notarem el producte lliure

de H i K amalgamat per A = B com a H A* K (i els morfismes o i 7 usats per a

la identificaci6 es donaran per sobreentesos).

Definicié 1.2.4 Siguin dos grups H i K. Anomenarem paraula alternada en el pro-
ducte lliure H * K a una paraula hiky - - - hy,ky, on cada h; € H i cada k; € K.

Direm que una paraula hiky - - - hpky,, en H AiB K ésreduidasi h; ¢ Aik; ¢ B per

tott=1,...,m.

Definicié 1.2.5 Sigui G = H P K. Siguin Y i Z dos conjunt de representants

elegits de les classes laterals de H modul A i de K modul B, respectivament. Un
element és una forma normal si és de la forma ahiky - - - hyky, amb 1 #4 hy € Y,
1#g ki € Ziaésun element de A = B.

Lema 1.2.6 ([1]) Sigui hiky - hpky una expressié alternada de G = H *B K. Si

hiki...hpksm =c 1 aleshores hiky - - - hppky, no és reduida.

Seguint amb la notaci6 de la definicié 1.2.5 tenim el teorema segiient:



PROBLEMES IRRESOLUBLES EN TEORIA DE GRUPS Josep Miquel Porcar

Teorema 1.2.7 (Normal form Theorem for amalgams) Tot element de G = H * K
és igual a una unica forma normal reduida ahiky ... hpypky, amb 1 #g h; € Y 1 #G
ki€ ZiaecA.

DEMOSTRACIO. Primer provarem que tot element de G és igual a una forma normal
reduida:
Sigui w una paraula qualsevol de G, aplicant reduccions suposem que tenim una pa-
raula reduida de w de la forma hiky - - - hy,k,, tal que cap h; ni cap k; pertanyen a
A = B, o sigui, comengant de dreta a esquerra sigui ¢ 'index del primer element h;
o k; que no sigui dels conjunts Y o Z (suposarem que es h;), suposem que tenim
una paraula alternada hiky ---k;_1h;k; - - hyky, amb tots els termes a la dreta de
h; sén de Y o de Z i diferents de 1. Escrivim h; = ah} ona € Aih} € Y. Com
que la paraula és reduida h; ¢ A i per tant h, # 1. Sigui b = ¢(a) € K on ¢ és
lisomorfisme de A a B. Substituim ah} per bh} en la paraula i agrupem b amb la k] i
tenim hiky ... hi—1(ki—1b)R}E; . .. bk, segueix sent reduida ja que k;—; ¢ B implica
que k;—1b ¢ B. Repetint aquest procés per induccié obtenim una forma normal.
L’unicitat es demostra suposant que existeixen dues formes normals d’una mateixa
paraula i veient que sén la mateixa.
Si tenim dues formes normals d'una mateixa paraula aleshores:

ahiky -+ hmkm =c a’hy k] -+ - hLEL

i per tant:

ahlkl m( mkﬁfl)h’n’l e kll_l(h/l_lalfl) =G 1

aquesta paraula segueix sent alternada i pel lema 1.2.6 no és reduida i per tant
knmkl~1 € B i aleshores k,, = k!, ja que els dos pertanyen a Z. Eliminant k,,k/
i repetint Pargument, obtenim que cada k; = k;, cada h}, = h; i n = m, finalment

a=ada. m]

El resultat segiient sera important en la demostracié del Main Technical Lema:

Teorema 1.2.8 (Inclusié [1]) Sigui G = H P K un producte lliure amalgamat.

Aleshores vg i L indueizen monomorfismes de H 1 K en G.

DEMOSTRACIO. Ho provarem per a ¢, i H (per a K és el mateix).
Sigui h € H i sigui ty(h) la seva imatge. Com que h = ah’ per certsa € Aih' €Y,

veiem que la seva forma normal ¢t (h) és ahi. Aixd automaticament prova que cp és

5
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injectiu: si by = ajh] i hg = aghfy complissin tg(h1) = tg(he) llavors aquesta imatge
comu en G admetria les dues formes normals aih) 1 azay. Per la unicitat de la forma

normal, a; = ag i b} = h} i, per tant hy = a1h} = aghb, = ho. ]



Capitol 2
Problemes fonamentals de Dehn

En aquest treball treballarem normalment en grups descrits per una presentacid, que
consisteix en escriure els elements que generen el grup i amb relacions que tenen
aquests elements.

Una presentaci6 té la forma:

(ay,a9,...|R1,Ra,...)

Per ser més formals donada una presentacié P = (S|D) on S sén els generadors i D
sén les relacions, el grup presentat per P, gp(P), és el grup Fs/Np on Fg és el grup
lliure amb base S i Np és la clausura normal de D en Fg, que és el subgrup normal

més petit que conté D. Nosaltres no distinguirem entre la presentacié d’un grup i el

grup.

Definicié 2.1 Sigui X un conjunt. Un subconjunt A C X s’anomena decidible si

existeix un algoritme que, donat un element x € X decideix si & pertany a A o no.

Definicié 2.2 Un conjunt s’anomena enumerable si existeix un algoritme que llista

tots i cada un dels elements del conjunt.

Definicié 2.3 Un grup G es diu que és finitament generat si admet una presentacio
G = (S|D) amb |S] < oo.

Definicié 2.4 Un grup G es diu que és finitament presentable si admet una presen-
tacié G = (S|D) amb |S| < 00 i |D| < 0.
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Definicié 2.5 Un grup G es diu que és recursivament presentat si admet una presen-
taci6 G = (S|D) amb |S| < co i D C Fg és enumerable.

2.1 Problemes de Dehn

Sigui G = (S|D) un grup finitament presentat. Sigui ¢ : G — G un automorfisme
donat per les imatges dels generadors. Sigui F' < G.

Els segiients problemes sén els problemes classics que utilitzarem en aquest treball:

e El problema de la paraula W P(G) (word problem) per a G: donat un paraula
w en S, decidir si aquesta paraula representa 1’element trivial en G.

e El problema de conjugacié CP(G) (conjugacy problem) per a G: donades
dues paraules u,v en S, decidir si representen dos elements conjugats de G.
Aquest problema donaria la solucié al WP(G).

¢ El problema de conjugacié ¢-torcada, TCP,(G) (twisted conjugacy pro-
blem) per a G: donades dues paraules u, v en S, decidir si representen elements
conjugats ¢-torgats de G, és a dir, si existeix g € G tal que v = ¢(g) " tug. Si
¢ =1el TCP(G) ésigual al CP(G).

e El problema de la pertinenca de F' en G, M P(F,G) (membership problem):
donada una paraula w en S, decidir si 'element de G que representa pertany a

F o no.

Sigui ara A un subgrup de Aut(G) i sigui N < G un sugrup normal. Finalment
presentarem uns problemes més especifics pero igualment importants per a aquest
treball:

e El problema de la interseccié de les classes laterals CIP(G) (coset in-
tersection problem) per G: donats dos conjunts finits d’elements {ay,...,a,} i
{b1,...,bs} en G i dos elements z,y € G decidir si les classes laterals zA i yB
s’intersequen, on A = {(ay,...,a,) 1 B = (by,...,bs) <G.

e El problema de conjugacié per a G restringit a N, CPy(G) (conjugacy
problem for G restricted to N): donats dos elements de u,v € N, decidir si s6n
conjugats en G.

e El problema de I’6rbita per A, OD(A) (orbit decidability problem): donats
dos elements u,v € G, decidir si existeix un ¢ € A tal que p(u) i v s6n conjugats
en G.

¢ El problema d’isomorfisme (isomorphism problem): donades dues presenta-

cions finites, decidir si els grups que presenten sén isomorfs.

8
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Hem de notar que els problemes originals de Dehn eren tres: el problema de la paraula,
el problema de la conjugacié i el problema d’isomorfisme. Amb el temps aquests
problemes han donat lloc a multitud de variancions. Les recollides aqui seran les que

utilitzarem.

2.2 Part positiva d’alguns problemes de decisio

Sempre que els grups vénen donats per presentacions finites i els morfismes vénen do-
nats per les imatges dels generadors, la part positiva d’algun dels problemes presentats
en la seccid 2.1 sempre es pot resoldre, és a dir, si el problema consisteix a dir si es
compleix una propietat per a una entrada donada i aquesta es compleix, ’algoritme
per resoldre la part positiva acabara afirmant-ho. Per contra, si no es compleix la

propietat aquest algoritme no acabara mai.

Si tinguérem un algoritme per a la part positiva i un per a la part negativa, el pro-
blema seria resoluble.
En els problemes presentats, la part positiva sempre es pot resoldre. Donats G =

(1,...,Zplr1y ..o, 7m) 1 F < G un subgrup donat per un nombre finit de generadors

{fi(z1, ... xn),..., fe(z1,...,2y)}, tenim:

e La part positiva del problema de la paraula (WP*(G)) per a G: dona-
da una paraula reduida en els generadors de G w(z1,...,z,) € G, de la qual
sabem que representa 1’element trivial, trobar una expressiéo de w en termes de
les relacions r;. Enumerant la clausura normal R = ((r1,...,7,)) en el grup
lliure (z1,...,2,|) 1 mirant un per un si els elements sén iguals a la paraula w
I’algoritme acabara.

e La part positiva del problema de conjugacié (CPT(G)) per G: donades
duess paraules u(xy,...,x,),v(x1,...,2,) de les quals sabem que representen

Lyw =g v. Per resoldre-ho,

elements conjugats, trobar w(zy,...,2,) tal que w™
com abans, enumerem tots els elements del grup lliure (z1,...,2,|) i apliquem
el WPT(G) a cada v 1w luw.

e La part positiva del problema de conjugacié torgada ((TCP*(G))) per
a G es defineix i es resol de la mateixa forma que el CPT(G).

e La part positiva del problema de la pertinenca (M P*(F,G)) per F en G:
donada una paraula w(z1, ..., z,) de la qual sabem que pertany a F', expressar-

la en termes dels f;. De la mateixa manera que abans, es resol enumerant totes

9
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les paraules en les f;’s, i una per una, mirant si representa el mateix element

que w en G (amb el WP*(G) que hem donat més amunt.

10
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2.3 Problema de la paraula

En aquesta seccié demostrarem que existeixen grups finitament presentats amb pro-
blema de la paraula irresoluble. Comencarem parlant de conjunts decidibles i enume-
rables de naturals que després utilitzarem per obtindre resultats. El primer resultat
dona la relacié entre aquests dos conceptes:

Teorema 2.3.1 Sigui S C N, aleshores:

(1) S és decidible = S és enumerable.
(2) S és decidible < S iS¢ son enumerable (on S¢ és el complementari de S).

DEMOSTRACIO. S decidible = 3 un algoritme A tal que Vn € N ens diu si n pertany
a S o no. Fem un algoritme que recorri tots els naturals i que executi A per cada un
d’ells. El posarem a la llista si pertany a S i si no, no el posarem. Tenim la primera
afirmacio.

Es obvi que si S és decidible aleshores S¢ també és decidible. Com S¢ és decidible,
també és enumerable per (1). Per laltra implicacié, per un n € N, engeguem els
dos algoritmes d’enumeracié al mateix temps, hi haura un (i només un) algoritme

d’enumeracié que en algun moment ens donara el nostre n. 0O

L’apartat (1) esta contingut en (2) pero hem volgut emfatitzar que el reciproc de (1)
no és cert. Aixo esta a la base de la construccié que farem d’un grup amb problema

de la paraula irresoluble.

Comentari 2.3.2 Sigui G = (X|R) una presentacié finita. Dins del grup lliure
F = (X]) (que és enumerable) considerem el subconjunt S = {w € Flw =¢ 1}.

Aleshores:

(1) S és enumerable.

(2) S és decidible < el problema de la paraula de G es resoluble.

(1) és justament la solucié del WPT(G) i (2) és per definicib.

Per tant, darrera de tot grup amb problema de la paraula irresoluble hi ha un conjunt
enumerable i no decidible. Es a dir, un conjunt S enumerable pero tal que S€ no és

enumerable.

11
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Primer demostrarem que a N existeixen subconjunts enumerables tals que el seu com-
plementari no ho sigui. I amb un d’aquests conjunts fabricarem un grup finitament

presentat amb problema de la paraula irresoluble.

Definicié 2.3.3 Una funcié f : N — N (amb Dom(f) C N perd no necessariament
Dom(f) = N) és computable si A algoritme tal que donat n € N respongui f(n) si

n € Dom(f) i que no fagi res en cas contrari.

Teorema 2.3.4 35 C N enumerable pero no decidible.

DEMOSTRACIO. Es poden enumerar totes les funcions computables, anem a veure-ho:
Si fixem un llenguatge qualsevol, un algoritme és un text finit en els simbols perme-
sos pel llenguatge, numerem tots els possibles textos per ordre lexicografic i llencem
tots els que no siguin sintacticament correctes, els que van quedant seran una llista
exhaustiva de tots els algoritmes que existeixen. Considerant aquesta enumeracié ens
quedem només amb els algoritmes que computen funcions (és a dir, que accepten
naturals com a entrada i que retornen un natural o rés), i aixi obtenim una llista

exhaustiva de totes les funcions computables f1, fa,... . Fem la tabla segiient:

Ay fo f2(1) f2(2) .
A i AQ) f1(2) f1(3) ...

on f;(j) pot ser un natural o * si j ¢ Dom(f;). Considerem ara el conjunt:

S ={neN|f,(n) # %} ={n € N|n € Dom(f,)} CN.

Aquest conjunt és enumerable pero no decidible. En efecte, 'enumerem de la segiient
manera: Per cada n = 1,2,3,... construim l'algoritme A,, tal com ho hem descrit
abans, ’engeguem amb n, si ens déna un natural, posarem n a la llista, i si ens dona
* 1O.

Perod S no és decidible. Suposem que ho fos i que A fos un un algoritme per decidir

sin € S. Aleshores la funcié:

1 singS
12

g(n)—{ fa(n)+1 sinesS
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seria computable. Per tant estaria a la nostra llista i per tant g = f; per a algun k.
Pero g(k) # fr(k) ja que o bé seria 1 # * o bé fr(k) + 1 # fr(k). La contradiccié ve
de suposar S decidible, per tant S no és decidible. 0O

Ara construirem un grup amb problema de la paraula irresoluble. Aquest grup ve

donat per la construccié de Higman:

Sigui S C N un conjunt enumerable perd no decidible. Agafem Fy = (a,b|), Fr =

(c,d|) 1 considerem el producte lliure amalgamat sobre els subgrups:

H = {(a""a'li € S) < Fy, K = (c7dc'li € S) < Fy

identificant a~*bat = ¢ idct:

G=F H*KFQ = {(a,b,c,dla”"ba’ = c'dc",i € S)

Teorema 2.3.5 El problema de la paraula de G €s irresoluble.

DEMOSTRACIO. Necessitarem dos resultats per demostrar el teorema:

I)

1)

a Iy, {a'ba=" i € N} és una base del subgrup que genera (que és = F), per

tant si treiem uns quants generadors obtenim un factor lliure:
H={(a""a"i€8) < {a"ba’ i €N)

i clarament a~ba’ € H < i€ S.

{a’ba=" i € N} és una base ja que si multipliques aquestos generadors i els seus

inversos entre ells mai donara l’element trivial ja que els b’s centrals mai es

cancel-laran.

Sigui G = H Af K iw = ab;---a-b. una expressié alternada de G, a; €

H,b; € K. Si w=¢ 1 aleshores 3i € N tal que a; € A 6 b; € B.

Pel lema 1.2.6.

Suposem que el problema de la paraula de G és resoluble. Donat ¢ € N apliquem

l'algoritme del problema de la paraula per decidir si a *ba’c’d~'c™? =¢ 1.

o si a ‘baicld ¢! #5 1 =i ¢ S clarament.

13



PROBLEMES IRRESOLUBLES EN TEORIA DE GRUPS Josep Miquel Porcar

e si a ‘balcld et =g 1 = com que (a"%ba’)(c'd~tc?) és una forma alternada,
per II deduim que a~%ba’ € H 6 c¢'d ¢ € K, i per I, en ambdés casos es
dedueix i € S.

I per tant tindriem un algoritme per decidir S, per tant S seria decidible. La con-
tradiccié ve de suposar que GG té problema de la paraula resoluble, per tant G té

problema de la paraula irresoluble. 0O

Aquest grup és un grup finitament generat amb problema de la paraula irresoluble.
Per passar d’un grup finitament generat a un finitament presentat necessitem el classic

Higman’s embedding theorem.

Teorema 2.3.6 (Higman’s Embedding Theorem [5]) Un grup H finitament generat
es pot incloure dins d’un grup finitament presentat si © només si H esta presentat

recursivament.

Corol-lari 2.3.7 3G finitament presentat tal que el seu problema de la paraula és

irresoluble.

DEMOSTRACIO. El grup G d’abans era un grup amb 4 generadors i presentat recursi-
vament. Pel Higman’s Embedding Theorem G es pot incloure en un grup finitament
presentat G’. Com G té problema de la paraula irresoluble G’ també tindra problema

de la paraula irresoluble. 0O
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Capitol 3
Propietats de Markov

En aquest capitol presentarem les propietats de Markov, les quals sén molt senzilles

de presentar perdo que veurem que no seran recursivament reconeizibles.

3.1 Propietats de Markov

Definicié 3.1.1: Una propietat abstracta P dels grups finitament presentats és una

Propietat de Markov si existeixen dos grups finitament presentats G4 i G_ tals que:

(1) G4+ té la propietat P.
(2) Si G_ esta inclos dins d’un grup H, aleshores H no té la propietat P.

Aquests grups G4 i G_ s’anomenen respectivament el test positiu i el test negatiu de

la propietat de Markov P.

Definicié 3.1.2 Una propietat abstracta P dels grups finitament presentats és he-
reditaria si per a tot grup G amb aquesta propietat, i tot A < G, A també té la
propietat P.

Lema 3.1.3 Si P és una propietat hereditaria no trivial, aleshores P és una propietat
de Markov.

DEMOSTRACIO. Si P no es trivial, existeix un grup G, que la té i un grup G_ que
no la té. Perd G_ esta inclos en un altre grup H finitament presentat, H no pot tenir
la propietat P perque P és hereditaria. Per tant P és una propietat de Markov amb
tests G4 1 G_. a

Lema 3.1.4 Si ) # P, C P, sén propietats dels grups finitament presentats i Py és

una propietat de Markov, aleshores P; és una propietat de Markov.

15
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DEMOSTRACIO. Sigui G_ el test negatiu de P, i sigui un grup K finitament presentat
que té la propietat P;. Aleshores P; és una propietat de Markov amb tests KiG_. 0O

Definicié 3.1.5 Una propietat abstracta P és recursivament reconeizible si existeix
un metode efectiu per decidir si, donada una presentacié finita 7, el grup que presenta

té la propietat P.

Teorema 3.1.6 Les segiients propietats dels grups finitament presentats son propie-
tats de Markov:

e Ser isomorf al grup trivial.

e Ser finit.

e Ser resoluble.

e Ser [liure.

e Ser simple.

e Tindre problema de la paraula irresoluble.
e Ser nilpotent.

o Ser abelia.

Teorema 3.1.7 (Adian-Rabin): Si P és una propietat de Markov dels grups finita-

ment presentats, aleshores P no és recursivament reconeixible.

DEMOSTRACIO. Per demostrar aquest teorema, suposarem que P és una propietat de
Markov, i G4 1 G_ sén els seus tests, també tindrem un grup U finitament presentat
amb problema de la paraula irresoluble.

Construirem una familia recursiva de presentacions finites {m,|w € U} indexada per
les paraules de U tal que si w =y 1 aleshores m, = G4 mentres que si w #y 1
aleshores G_ < m,. Per tant 7, € P <= w =y 1. I com que U té problema de la

paraula irresoluble tindrem que P no és recursivament reconeixible.

Per a construir aquesta familia de presentacions i aixi demostrar el teorema utilitzarem

el lema segiient:

Lema 3.1.8 (Main Technical Lemma): Sigui K un grup donat per una presentacid
d’un conjunt finit o numerable de generadors i relacions.

K=(x1,29,... | Ri=1,Ra=1,...).
Per qualsevol paraula w donada en els generadors de K, sigui L., el grup amb la
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presentacio donada per K afegint tres nous generaors a,b,c amb les relacions:

(1) a " ‘ba = c b ebe
(2) a ?b"Yaba™? = ¢ b tebe 2
(3) a 3w, bla® = ¢ 3bc?

(4) a= B+ 2, pa(3+1) = (= (1) p(3+9)

on [w,b] és el commutador de w i'b. Aleshores:

1) Siw #k 1 aleshores K < L., per la injeccid canonica (z; — x;).
2) La clausura normal de w en L, és tot L,; en particular, si w =g 1 aleshores
L, =1.
1

8) L., esta generat pels elements b i ca™".

Si la presentacio de K és finita, aleshores la presentacio L,, €és també finita.

DEMOSTRACIO. Suposem primer que w #g 1. Considerem el grup lliure (b, cl), i
considerem el subgrup C' generat per b i pels termes de la dreta de les equacions
(1),...,(4), aquests elements sén generadors lliures de C.

De la mateixa manera, fem el producte lliure K * (a,b|), i considerem el subgrup A
d’aquest producte generat per b i els termes de la esquerra de les equacions (1),...,(4).
Utilitzant que w #k 1 es pot veure que aquests elements sén generadors lliures de A.

Tal com ’hem definit, és clar que L,, és el seglient producte amalgamat:

Ly, = (K *{a,b | ))A*C<b7c | )

Notem que la primera relacié de 'amalgama, b = b, fa que hi hagi una sola lletra b,
no dues de diferents.

Aixi si w #; 1 K < Ly, i tenim la primera afirmacié demostrada.

Sigui ara N, la clausura normal de w en L,,. [w,b] € N, i per la equaci6 (3), b € N,,.
I les equacions (1) i (2) ens diuen que a,b1i c estan dins de N,,. I en la equacié (4) cada
x; pot estar expressat en termes de a,b,c i per tant z; € N, per ai=1,.... Com
cada generador de L, esta en N, tenim que L,, = N,,. Siw =k 1 aleshoresw =, 1
perque totes les relacions de K sén també relacions de L., i per tant 1 = N, = L.
Finalment, sigui M el subgrup de L,, generat per b i ca™'; de Pequacié (1) tenim
que ¢ = b(ca™1)b(ca™)71b~1 i per tant ¢ € M, perd aleshores a € M. Finalment de
lequacié (4) podem expressar x; en termes de a,b, ¢ iper tant x; € M perai=1,...,

per tant M = L,, i obtenim que L,, és un grup generat per dos elements. O
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Utilitzant aquest lema completarem la demostracié del teorema de Adian-Rabin. Po-
dem assumir que els tres grups finitament presentats que tenim U,G4 i G_ estan

presentats de la forma segiient:

U:<y17"'ayk‘Q1:17"'Qq:1>
G+=<U1,...,um‘5121,...SS:1>
G_:<Ul,...7U7L|T1:1,...Tt:1>

Sigui K = U % G_ el producte lliure de U i G_, presentat com la uni6 de les presen-
tacions. Com que U té problema de la paraula irresoluble, K també tindra problema
de la paraula irresoluble. U i G_ estan inclosos en K per la injeccié canonica. Per
qualsevol paraula w(en generadors de U) tindrem una presentacié L,, com la que hem
donat en el Main Techincal Lemma. També formarem el producte lliure L., * G4, i
considerem-ne la presentacié m,, obtinguda unint les de L,, i de G .

Si w #p 1 aleshores w #k 1 i, pel lema anterior, G < K < 7, i per tant, m, ¢ P.
Per un altre costat, si w =y 1 aleshores w =g 11 L,, 2 11 per tant m,, = G4, i
tindrem que m,, € P.

Tenim doncs, una familia de presentacions {m,|w € U} que té la propietat que
Tw € P < w =y 1. I com que U té problema de la paraula irresoluble hem aca-

bat la demostracio. O

3.2 Conseqiiencies del Main Technical Lemma

El Main technical lema que hem utilitzat ens donara també altres resultats.

Corol-lari 3.2.1 (Higman, Neuman) Tot grup K contable es pot incloure dins d’un
grup L generat per dos elements. Si K esta presentat amb n relacions, aleshores L

es pot presentar amb n relacions.

DEMOSTRACIO. Com que K és contable, es pot presentar com l'utilitzat en el Main
Technical Lemma. Formem L com en el lema perd ometent les relacions (2) i (3).
Només 'equacié (3) inclou w i ni (2) ni (3) s’utilitzen en la demostracié de que L esta
generat per dos elements. Tenim que K < L i L esta generat pels dos elements b i
ca~t. Tenim la primera afirmacié.

L’equacié (1) del lema defineix ¢ en termes d’aquests dos generadors. Podem obtindre
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a com a reduccié de (ca™!)"lc. En I'equacié (4) tenim z; en termes dels generadors
donats. Per tant podem eliminar aquestes dues relacions deixant només les R; que ja

teniem perd en termes dels generadors b i ca™!. 0O

Combinant la prova del corol-lari 3.2.1 i el Higman’s Embedding Theorem obtenim el

segiient corol-lari.

Corol-lari 3.2.2 Si el grup K es pot presentar per un conjunt recursiu de generadors
subjecte a un conjunt recursiu i enumerable de relacions, aleshores K es pot incloure
en un grup L finitament presentat generat per dos elements. En particular els gene-

radors de K estan representats per un conjunt recursiu de paraules de L.

DEMOSTRACIO. K es pot incloure en un grup generat per dos elements i recursiva-
ment presentat, 'anomenarem ;. Pel Higman Embedding Theorem aquest grup L;
es pot incloure en un grup K finitament presentat. Aplicant un altre cop el corol-lari,

K es pot incloure en un grup L generat per dos elements i finitament presentat. O

Definicié 3.2.3 Siguin P i @ dos conjunts disjunts de nombres naturals. Aquest
parell de conjunts s’anomenen recursivament inseparables si no existeix cap conjunt
decidible RCNtalque PCRiQNR=10.

Comentari 3.2.4 Aquests conjunts existeixen ja que si tenim un conjunt A no deci-

dible, A i A° sén conjunts recursivament inseparables.

Necessitarem d’aquesta definicio i dels tres resultats obtinguts per obtindre el resultat

segiient:

Corol-lari 3.2.5 FExisteiz un grup G finitament presentat tal que tot grup quocient

no trivial de G té problema de la paraula irresoluble.

DEMOSTRACIO. Siguin dos conjunts de naturals P i Q enumerables i recursivament

inseparables. Podem suposar que 0 € P i1 € Q. Definim K| el grup presentat com:

K0:<€0,€1,...|€0:€iViEP, 61:€jVj€Q>
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Com que P i () sén enumerables, el corol-lari anterior implica que Ky es pot incloure
dins d’un grup finitament presentat K generat per dos elements. Seguirem amb la
notacié e, per a la imatge del generador e, per 'aplicacié que inclou el grup Ky
al K. Utilitzem el Main Technical Lemma a K amb la paraula eoefl i obtenim el
grup finitament presentat G = Leoel—l. Com que P i Q sén disjunts, ey #x €1 0
equivalentment eoefl Zi 1, per tant, K < Leoel—l.

Sigui ara H un grup quocient no trivial de G (vist amb els mateixos generadors
que G). Per la segona afirmacié del Main Technical Lemma tenim, que la clausura
normal de eoefl és tot G, per tant eg #pg e1, ja que si no, H seria trivial. Definim
R = {ilep =g €;}. Com que H és quocient de G tindrem que P C R. Perd com que
eo #g €1 tindrem que QN R = 0. T com P i Q sén recursivament inseparables R no
és recursiu. Ara {ex} és un conjunt recursiu de paraules en termes dels generadors
de H i per tant si H tinguera problema de la paraula resoluble tindriem que R seria

recursiu. Per tant H té problema de la paraula irresoluble. 0O

Recordem el lema de Zorn.

Lema 3.2.6 (Zorn): Cada conjunt parcialment ordenat en el que tota cadena (i.e.
subconjunt totalment ordenat) té una cota superior, conté com a minim un element

maximal.

Corol-lari 3.2.7 Tot grup contable K es pot incloure en un grup simple generat per

dos elements.

DEMOSTRACIO. Si K 221 la conclusié és obvia. Suposem que K 2 1 isiguin z1, za, . ..
la llista de tots els elements no trivials de K. Agafem K presentat amb aquests
generadors. Formem un grup L com en el Main Technical Lemma exceptuant les

equacions (3) i (4) les quals les remplagarem respectivament per:

o (3+20) [z, b]a(3+2i) — o (3+20) g.(3+20)

420 4 pg (4420) — (= (3+21) g.(3+20)

Perai=1,2,..., notem que [x;, b] té ordre infinit ja que z; Zx 1. Amb un argument
analeg al del Main Technical Lemma (part 1) K < L.

Pel lema de Zorn elegim un subgrup normal N de L maximal respecte a la propietat
K NN = 1. La clausura normal en L de qualsevol z; conté [z;,b] 1 d i per tant és
tot L. Per tant tenim que L/N és un grup simple generat per dos elements que conté

una copia isomorfa a K. O
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Capitol 4
Problemes de decisio

En aquest capitol estudiarem primer com es comporten els problemes irresolubles en
el producte directe, i finalment estudiarem algun resultat interesant en grups finita-

ment presentats.

4.1 Problemes de decisi6é en productes directes

El Lema segiient sera clau per demostrar tots els resultats segiients.

Lema 4.1.1 Sigui M un grup amb un conjunt de generadors {si,...,s,} tenint un
grup quoctent H amb la presentacié donada:
H={(s1,...;8p | R1i=1,..., R, =1)

Sigui G = M x M el grup format pel producte directe i sigui Ly el subgrup de G
generat pels elements:

(s1,51),(82,82), -, (Sn, Sn)

(R1,1),(R1,1),..., (R, 1)
Aleshores per qualsevol par de paraules u,v en generadors,

(u,v) € Lyg ©u=gv

DEMOSTRACIO. Clarament si (u,v) € Ly aleshores u =g v ja que és veritat per cada
un dels generadors de L.
Per Daltra implicacié, suposem w =g 1. Aleshores

I

w=n [[Xu(s:) ™" RS X(s:)
k=1

21



PROBLEMES IRRESOLUBLES EN TEORIA DE GRUPS Josep Miquel Porcar

Per a certes paraules X en els generadors donats. Pero en G = M x M tenim:
T

(w,1) =¢ [ [ Xu((si,80) 7 (Rji, 1)* Xi((s4,81)) € L.
k=1

1

Si suposem que u =g v aleshores uv~! =g 11 per tant (uv=1,1) € Ly. Ja que Ly

conté els (v,v), tindrem (u,v) € L. O

Teorema 4.1.2 Sigui M un grup finitament presentat que té un grup quocient H
amb problema de la paraula irresoluble. Aleshores el grup G = M x M té un subgrup

finitament generat Ly tal que MP(H,G) és irresoluble.

DEMOSTRACIO. Seguirem la mateixa notacié que el lema anterior, (w,1) € Ly &
w =g 1. Com que el problema de la paraula per H és irresoluble, el problema de

pertinenca de Ly en G també és irresoluble. O

Corol-lari 4.1.3 (Mihailova) Sigui F un grup lliure finitament generat de rang al-
menys 2. Aleshores el grup G = F X F té un subgrup L finitament generat tal que el
MP(L,G) és irresoluble.

Teorema 4.1.4 (Miller) Sigui F' un grup lliure amb rang n > 2 i sigui G = F x F.

El problema de decidir si un conjunt donat d’elements genera G és irresoluble.

DEMOSTRACIO. Aplicarem la demostracié del teorema d’Adian-Rabin amb la propi-
etat de Markov ”ser trivial”, i per tant G4 = 1. Obtenim una familia recursiva de
presentacions {m,|w € U} indexades per les paraules d’un grup U amb problema de
la paraula irresoluble, on 7, 2 1 < w =y 1. A més sigui {s1,...,s,} una base lliure
de F' i per tant cada presentacié m, es pot escriure amb els mateixos simbols com a
generadors. Pel Main Techncal Lema les presentacions es poden donar amb dos ge-
neradors, anomenem s i so. En el cas n > 2 el mateix grup es pot presentar afegint
els generadors {ss,...,s,} 1 definin les relacions s3 = 1,...s, = 1. Aplicant el lema
4.1.1 prenem M = F' i sigui H,, el subgrup generat pels elements indicats utilitzant
la presentacié m,, com a H. Sigui L,, = m,. Aleshores pel lema i les propietats de

tindrem:
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H, =G & VYu,v € F((u,v) € Hy)
< Yu,v € F(u =g, v)
S Ly,=1
Sw=yl

I com U té problema de la paraula irresoluble, s’acaba la demostracié. 0O

Continuant amb la notacié de la demostracié anterior, sigui IV,, el nucli de I’homo-
morfisme natural de F a L. Pel lema 4.1.1 (y,1) € H, < y € N,, aleshores
Hy, N (F x{1}) = (Ny x {1}. Si w #y 1, aleshores de la demostracié del teorema
de Adian-Rabin sabem que U < L, i en particular H,, és infinit, aix{ que si w #y 1

aleshores N, no esta finitament generat.

Podem veure que en F' x F' el centralitzador d’'un element esta finitament generat.
També tenim que el centralitzador d’un element (1, z) € H,, tindra la forma N,, x Z.
Per tant si w #y 1 aleshores el centralitzador d’'un element de H,, no sera finitament
generat. I per tant si w #y 1 aleshores H,, i G = F X F no soén isomorfs, i tindrem

el resultat segiient:

Teorema 4.1.5 Sigui F' un grup lliure de rang al menys dos i sigui G = F x F.
Aleshores el problema per decidir si un conjunt finit de paraules genera un subgrup
isomorf a G és irresoluble. Per tant el problema de l’isomorfisme per subgrups de G

donats per conjunts finits de generadors és irresoluble.

Definicié 4.1.6 Donat un grup F' = (X|R) i m automorfismes @1, p2,...,om €
Aut(F), Uextensid lliure de F per ¢1,...,¢m és el grup anomenat F-by-F,:
F Xy o Fn = (X, t1, ... ,tm\R,tflxti =g;(x) (z e X,i=1,...m)).

Ara presentarem la construccid de Miller:

Donada una presentaci finita H = (s1,...,8,|R1,..., Rm). Sigui Fr41 = (q, $1,.- -, Snl)
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isigui Frpn = (t1, ..., tm,d1,...,dy]|) els grups lliures de rang n + 1 i n + m respec-
tivament. Considerem ara els automorfismes de F;,;; donats per:
oy Fpr — Fp
q—qR;

Sk > Sk

ﬂj : Fn+1 — Fn+1

1
g s;qs;

Sk > Sk

perai=1,....,mijk=1,...,n. Anomenem A(H) < Aut(F,4+1) al grup d’auto-
morfismes que generen. I considerem el grup:

G(H) =Fht1 Mo, 0m B, Bn Frim

Teorema 4.1.7 (Miller [4]) Si H té problema de la paraula irresoluble, aleshores

G(H) té problema de conjugacid irresoluble.

4.2 Problema de l’orbita

Definicié 4.2.1 Una successid exacta curta és una successié de grups de la forma:
1 FSalman
tal que:

e « és injectiva.
o Im(a) = ker(pB).

e 3 és exhaustiva.

Teorema 4.2.2 Sigui
15 F S5 H-1

una successio exacta curta de grups tal que:

i) F té problema de la conjugacid tor¢ada resoluble.
ii) H té problema de conjugacid resoluble.
ii1) per tot 1 # h € H, el subgrup (h) té index finit en el centralitzador Cg(h), 1
existeir un algoritme que dona un conjunt finit de representants de les classes

laterals zp 1, ..., 2nt, € H,
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CH(h) = <h>Zh’1 U...uU <h>Zh,th,
Aleshores, son equivalents:

(1) el problema de conjugacid per a G és resoluble,
(2) el problema de conjugacid restringit a F per a G és resoluble,
(8) el subgrup d’accions Ag = {@4lg € G} < Aut(F) té problema de l’orbita resolu-

ble. On @4 és Uautomorfisme de conjugacid oq(z) = g 'zg.

DEMOSTRACIO. Identifiquem F amb a(F) < G. Per definici6 ¢4(z) = g~ 'zg, per a
cada g € Gix € F. Aix{ donats dos z,2' € F trobar g € G tal que 2’ = g lzg és
el mateix que trobar ¢ € Ag tal que 2’ = (). Per tant el problema de I'orbita és
resoluble en Ag i per tant (2) i (3) sén equivalents. Només cal veure que (2) implica
(1) ja que (1) implica (2) clarament.
Assumim (2). Sigui g,¢’ € G anem a veure si sén conjugats en G.
Utilitzant (#4) podem decidir si 8(g) i S(g’) sén conjugats en H. Si no ho sén, g i ¢’
no seran conjugats en G. (i7) ens dona un element de H que conjuga 3(g) a S(g’).
Calculant una pre-imatge d’aquest element u € G és satisfa que 3(g*) = (8(g))?™) =
B(¢’) i canviant g per g* tenim que S(g) = B(g’). Si aquest element és el element
trivial en H (ho podem saber per (i)), aleshores g i g’ estan a I'm(«) i aplicant (2)
esta fet. Per tant ens restringim al cas 8(g) = 8(¢9') #u 1.
Ara calculant f € F tal que ¢ = ¢gf. Com f(g) #m 1, podem usar (i7i) per a
calcular els elements z1,...,2; € H tal que Cy(h) = (B(g))z1 U ... U (B(g))z i
aleshores calculant una pre-imatge y; € G per cada z;, 1 = 1,...,t. Comentar que,
per construccid, les imatges per 5 de g i y; (respectivament 5(g) i z;) commuten en
H, aixi que y, Ygy; = gp; per algun element p; € F.
Com que 5(g) = S(g’), tot possible conjugador de g a ¢’ hauria de tenir imatge per 5 a
Cr(B(g)), per tant ha de ser de la forma g"y;x per algun enter r, algun i € {1,...,t},
ialgun x € F. Per tant:

9f =9 = (@ 'y g™l yix) = 2 (y; tgyi)e = a7 gpix
Aleshores decidir si g i ¢’ sén conjugats en G és transforma a decidir si existeix i €
Le=tg)pix i
per tant a f = (pg(x)) 'p;z. Com que i pren un nombre finit de valors i la darrera

{1,...,t} iz € F satisfent que gf = 2~ 1gp;x que és equivalent a f = (g~

equacié significa exactament que f i p; sén conjugats ¢4-torcats, podem resoldre el

problema algoritmicament per la hipotesis (). 0O
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Comentari 4.2.3 Els grups lliures compleixen les tres condicions:

e Els grups lliures tenen T'C'P resoluble. ([7])

e FEls grups lliures tenen C'P resoluble. Es un fet ben conegut i elemental.

e Els grups lliures compleixen la condicio (#ii). Es també un fet elemental degut
a que "per a tot 1 # x € F, el centralitzador de x és el subgrup ciclic generat

per 'arrel maxima de z”.

Sigui H un grup amb n generadors i m relacions i sigui G(H) = Fy41 Xaq,....am.B1,....0n
Fyim- Considerem la successio exacta curta segiient:

B
1— Fn+1 ﬁ> Fn+1 Hayg,...,am,B1,-...8 Fn+m — Fm —1

Aquesta successié exacta curta compleix les condicions del teorema 4.2.2. Pel teorema
4.1.7, si apliquem la construccié de Miller a un grup H presentat amb n generadors
i m relacions amb problema de la paraula irresoluble aleshores G(H) té problema de
conjugacid irresoluble. Per les implicacions (1) < (3) tindrem que el subgrup d’acci-

ons Ag té problema de ’orbita irresoluble. On Ag és:

Per les implicacions (1) < (3) tindrem que el subgrup d’accions Ag té problema de
I’orbita irresoluble. On Ag és:
Ac = (pg | g € G) < Aut(Fy41)

Recordem com hem definit G:

G = Fnt1 Xay,.oam,Brefn Frtm

= (Fougtstey ooyt |t 2t = (), t; 'at; = Bj(z), (€ Fi=1,...,m, j=1,...

K2

i per tant Ag = (a1,...,Qm,P1,...Bn, Inn(Fyy1)) on Inn(F,y1) sén els automor-
fismes interns de Fj, ;. Notem també que si {aq,...,qm,B1,...Bn, Inn(Fy41)) té
problema de 1'orbita irresoluble el grup (@i, ...,am, B1,...B,) també tindra proble-

ma de ’orbita irresoluble.

En 1968 V.Borisov va presentar un grup amb 4 generadors i amb 12 relacions amb
problema de la paraula irresoluble, utilitzant el Higman’s Embedding Theorem podem
incloure aquest grup en un grup generat per dos elements i amb el mateix nombre
de relacions. Com aquest grup té problema de la paraula irresoluble, utilitzant la
construccié de Miller i el teorema 4.1.7 tenim que existeix un grup F3-by-Fi4 que té

problema de conjugacié irresoluble. I pel teorema 4.2.2:
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Corol-lari 4.2.4 Ezisteiz un subgrup A < Aut(F3) generat per 14 elements amb pro-

blema de l’orbita irresoluble.

Anem a construir exemples de grups aixi, perd en un context abelia, i.e. dins de
Aut(Z"™) = GL,(Z).

Definicié 4.2.5 L’estabilitzador Stab(K) d’un subgrup K < F donat és el subgrup:
Stab(K) = {¢ € Aut(F)|p(k) = k Vk € K} < Aut(F)

Anomenarem estabilitzador llevat conjugacio de K, Stab*(K), al conjunt de auto-

morfismes que actuant com a conjugacié sobre K.

Teorema 4.2.6 Sigui F' un grup. Siguin dos subgrups A < B < Aut(F') i un element
v € F tal que BN Stab*(v) = {Id}. Si A < Aut(F) és orbit resoluble, aleshores
P(A, B) es pot resoldre.

DEMOSTRACIO. Donat un ¢ € B < Aut(F), anem a veure si ¢ € A o no. Prenem

w = vp i observem que:
{¢ € Blvp ~ w} = BN (Stab*(v) - ) = (BN Stab*(v)) - ¢ = {p}

Per tant existeix ¢ € A tal que v¢ és conjugat de w en F & ¢ € A. 1 per tant
el problema de l’orbita per A < Aut(F') resol MP(A, B). O

Teorema 4.2.7 Per an > 4, GL,(Z) conté subgrups finitament generats amb proble-

ma de [’orbita irresoluble.

DEMOSTRACIO. Necessitem uns quants fets classics sobre el grup de matrius 2 x 2;

GL2(Z) admet la presentacié:
GLQ(Z) = D4 * D6
Do

- <t47x4|t4217x37(t47x4)2> * 3 <t6,.176‘t6,176,(t6,176) >
<t4 t6a‘L4 J’b)

onty =tg = ([1’ (1)), Ty = (g o ) 1326( 1). Sigui ¢ : GLa(Z) — D1a = (t12, 112|t35, 233, (t12712)?)
donat per ty = tg > t12, T4 > T3, 16 — TIy. Si calculem el ker(p) veiem que és

lliure amb rang dos i amb basse P = [xg,24] = ( ) iQ=[z3 24 = ( )

Calculem (P, Q)NStab*((1,0)). Tenim que Stab*((1,0)) = Stab((1,0)) = {( L, 9)In €

Z} (i podem deixar de costat el cas negatiu perque ens interessa la interseccié amb
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(P,Q) < SLy(Z). La imatge de (1 9) = x5 24 per ¢ és 27523, = 212 € Dia. Per
tant:
(P.Q) N Stab*((1,0)) = ker(p) N Stab((1,0)) = (w5 24)"*) = ((129))

Elegim un subgrup lliure de rang 2 (P’,Q’) < (P, Q) intersecant trivialment amb el

grup ciclic ((49)) an > 4, definim:

que és isomorf a Fy x F5. Per construccié B intersecta trivialment amb el centralit-
zador de v = (1,0, 1,0,...,0) € Z". Finalment utilitzant la construccié de Mihailova,
trovem un subgrup A < B amb MP(A, B) irresoluble. I per el teorema anterior
aplicat a F' = Z™, A és un subgrup de Aut(Z") = GL,(Z) finitament generat amb

problema de I'orbita irresoluble. O
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