UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA — BarcelonaTech (UPC)
FME — FACULTAT DE MATEMATIQUES | ESTADISTICA

GRAU EN MATEMATIQUES
TREBALL FI DE GRAU

Grup fonamental
| espais recobridors

BT Ar/ e .'

,,///,///_, /

Autor: Raul Toribio Abalde
Directors: Jordi Delgado Rodriguez i Enric Ventura Capell
Departament: Matematiques

Barcelona, maig 2026

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA '
BARCELONATECH '
Facultat de Matematiques i Estadistica







Universitat Politécnica de Catalunya

Facultat de Matematiques i Estadistica

Grau en Matematiques

Treball de fi de grau

Grup fonamental i espais recobridors
Raul Toribio Abalde

Supervisat per Jordi Delgado Rodriguez i Enric Ventura Capell
Maig 2026






Vull agrair als meus tutors, el Jordi Delgado i I'Enric Ventura, haver-me donat |'oportunitat de conéixer
el tema d'aquest treball, el temps dedicat cada setmana a parlar-ne i I'ajuda que m’han proporcionat per a
dur-lo a terme.






Abstract

El teorema de classificacié d'espais recobridors arcconnexos afirma que, sota les hipotesis adequades, hi ha
una correspondeéncia entre els espais recobridors arcconnexos d'un espai topologic i els subgrups del seu
grup fonamental. Aquesta bijeccié té moltes aplicacions en teoria de grups, especialment per a estudiar els
subgrups dels grups Iliures, permetent estudiar-los en el context topoldgic dels espais recobridors. L'objectiu
principal d'aquest treball és demostrar el teorema de classificacié. En els dos primers capitols presentem els
resultats basics sobre el grup fonamental d'un espai topologic i la teoria d'espais recobridors. Demostrem
el teorema de classificacié en el tercer. En I'altim capitol, apliquem la teoria anterior per a deduir resultats
classics sobre els subgrups dels grups Iliures.

Paraules clau

grup fonamental, espai recobridor, teorema de Seifert-van Kampen, teorema de classificacié d'espais reco-
bridors arcconnexos, grup lliure, teorema de Nielsen-Schreier, formula de Marshall Hall

Abstract

The classification theorem for path-connected covering spaces states that, under suitable hypotheses, there
is a correspondence between path-connected covering spaces of a topological space and subgroups of its
fundamental group. This correspondence has many applications in group theory, especially in the study of
subgroups of free groups, allowing them to be studied in the topological framework of covering spaces. The
main goal of this thesis is to prove the classification theorem. In the first two chapters, we present the basic
results concerning the fundamental group of a topological space and the theory of covering spaces. In the
third chapter, we prove the classification theorem. In the final chapter, we apply the previous theory to
deduce classical results on subgroups of free groups.
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Introduccid

Una caracteristica recurrent en matematiques és |'aparicié de correspondéncies profundes entre objectes de
naturalesa aparentment diferent, que ens permeten traduir problemes d'una disciplina a una altra, on de
vegades descobrim que resulten molt més facils de tractar. Veiem exemples d'aquest tipus de fendomens des
dels primers anys de la carrera, com la correspondéncia que ens dona |'dlgebra lineal entre varietats lineals
i sistemes d'equacions lineals, permetent-nos transformar problemes geométrics en algebraics, i viceversa.
Més endavant veiem la culminacié d'aquesta idea en el Nullstellensatz de Hilbert, relacionant ideals d'anells
de polinomis amb varietats algebraiques, o la bijeccié entre extensions de cossos i subgrups d'un grup de
permutacions que dona lloc a la teoria de Galois.

En aquest treball estudiem una altra d'aquestes correspondéncies, relacionant la teoria de grups i la
topologia. Donat un espai topologic, podem assignar-li un grup, el seu grup fonamental, que en un cert
sentit mesura els seus forats 1-dimensionals. D'altra banda, tenim els espais recobridors d'un espai topologic
X. Intuitivament, un espai recobridor de X és un espai X juntament amb una aplicacié p: X — X que
localment és un homeomorfisme, perd que no és necessariament injectiva (la definicié exacta és una mica
més restrictiva, perd aixd ens serveix per a fer-nos una primera idea). L'exemple paradigmatic d'espai
recobridor és el recobriment de la circumferéncia per la recta real que consisteix a enrotllar la recta en una
helix i projectar-la sobre la circumferéncia (veure la Figura 7).

De nou, la connexi6 entre |'algebra i la geometria es manifesta en el fet que hi ha una correspondéncia
entre els subgrups del grup fonamental d'un espai i els seus espais recobridors arcconnexos. Propietats dels
subgrups com el seu index, la seva classe d'isomorfisme o si dos d'ells s6n conjugats tenen traduccions
naturals en els seus espais recobridors corresponents. L'objectiu principal d'aquest treball és demostrar
aquesta correspondéncia i les seves propietats, i utilitzar-la per a demostrar resultats de teoria de grups en
el context dels espais recobridors, que resulta més visual.

Al Capitol 1 definim el grup fonamental d'un espai topologic i en demostrem les propietats basiques. Al
final del capitol demostrem el teorema de Seifert-van Kampen, resultat fonamental per a reduir el calcul del
grup fonamental d'un espai al d'altres de més senzills.

Malgrat tota la teoria sobre el grup fonamental desenvolupada al Capitol 1, només haurem calculat
formalment grups fonamentals trivials. L'objectiu del Capitol 2 és calcular formalment el grup fonamental
no trivial més senzill, el de la circumferéncia. Per a fer-ho, els espais recobridors apareixen de forma natural,
aixi que la major part del capitol esta dedicada a desenvolupar-ne la teoria basica.

El Capitol 3 és la part central del treball i continuacié natural dels darrers resultats del Capitol 2,
concloent amb el teorema de classificacié d'espais recobridors arcconnexos, que dona la correspondéncia
entre espais recobridors arcconnexos i subgrups del grup fonamental.

Finalment, al Capitol 4 utilitzem la correspondéncia per a resoldre problemes propis de la teoria de
grups traduint-los a qiiestions sobre espais recobridors, que tenen una interpretacié geométrica molt clara.
Concretament, ens centrem en |'estudi dels subgrups dels grups lliures. La teoria desenvolupada en els
capitols anteriors és especialment Gtil en aquest cas perqué els espais recobridors corresponents als subgrups
d'un grup lliure es poden codificar utilitzant grafs. Des d'aquesta perspectiva, utilitzant eines topologiques i
de teoria de grafs, demostrem resultats classics com el teorema de Nielsen-Schreier i la formula de Marshall
Hall per al nombre de subgrups d'un grup lliure que tinguin un index finit fixat.



Grup fonamental i espais recobridors

1. El grup fonamental

Donat un espai topoldgic X, anem a construir un grup, el seu grup fonamental. Intuitivament, el grup
fonamental detecta els forats 1-dimensionals de I'espai X. Per a fer-ho utilitza la idea segiient. Pensem
en el pla X = R?. Intuitivament és clar que no té forats. Una manera de justificar-ho és pensar que, si
dibuixem una corba continua comencant en un punt xg € X i que acabi en el mateix punt, podem deformar-
la continuament dins de X fins a contreure-la completament al punt xp. Si fem un forat al pla, per exemple,
eliminant el punt (0, 0), és a dir, considerant X = R?\ {(0,0)}, aix6 deixa de ser cert. En efecte, comencem
en un punt xp qualsevol d'aquest espai i dibuixem una corba comencant a xg i que torni a xg després de fer
una volta sencera al voltant del forat. Ara no hi ha manera de deformar continuament la corba dins de X
fins a contreure-la a xp: el forat ens talla el pas. Podriem tallar la corba per a poder travessar el forat, perd
aixo ens faria perdre la continuitat de la deformacié. Per tant, el fet que existeixi una corba tancada en xg
que no es pugui deformar en el punt xo ens indica que I'espai X té un forat.

La manera de formalitzar aixd és considerar el conjunt de camins en X tancats en xg modul homotopia
de camins. El paper de I'homotopia és fer que veiem iguals camins que es puguin deformar |'un en I'altre.
Per tant, la intuicié de dalt ens diu que si aquest conjunt té més d'un element, aleshores és que |'espai
té algun forat. Veurem, de fet, que podem dotar aquest conjunt d’estructura de grup de manera natural,
donant lloc al grup fonamental. Depenent de quin grup sigui podrem saber més que no tan sols si |'espai té
o no forats (que es tradueix en si el grup és trivial o no). Per exemple, és clar intuitivament que un espai
sense forats no pot ser homeomorf a un espai que si que en tingui. Aixd serd una conseqgiiéncia immediata
dels resultats més generals de la Seccié 1.2. Concretament, que espais homeomorfs tenen necessariament
grups fonamentals isomorfs. Diem que el grup fonamental és un invariant topologic.

1.1 Definicions
Per a comengar hem de definir qué és un cami en un espai topologic X.

Definicié 1.1. Donat un espai topoldgic X, un cami en X és una aplicacié continua v: | — X, on | és
I'interval [0, 1] C R amb la topologia que hereta com a subespai de R amb la topologia euclidiana.

IntuTtivament, identificarem dos camins en X si podem deformar continuament un fins a obtenir |'altre,
deixant fixos els extrems del cami durant tot el procés. Recordem la definicié d'aplicacions hométopes:

Definicié 1.2. Donats dos espais topoldgics X, Y i dues aplicacions continues f,g: X — Y, diem que f i
g sén homotopes, i escrivim f ~ g si existeix una aplicacié continua F: X x | — Y (on dotem X x [ de
la topologia producte) satisfent que

F(x,0)=f(x) i F(x,1)=g(x)

per a tot x € X. En aquest cas diem que F és una homotopia entre f i g.

Aquesta nocié d"homotopia no ens és suficient per a reproduir la idea de dalt de quan volem identificar dos
camins. Concretament, hem d'assegurar-nos que els extrems dels camins no es moguin durant I'"homotopia.

Definicié 1.3. Donat un espai topologic X i dos camins v,6: | — X, diem que sén camins homotops, i
escrivim v ~ ¢, si 7(0) = §(0) =: xo i 7(1) = §(1) =: x; i existeix una aplicacié continua F: [ x| — X (on
dotem / x I de la topologia producte o, equivalentment, de la induida de I'euclidiana de R?) satisfent que



1. F(s,0) =~(s) i F(s,1) = d(s) per atotsel,
2. F(0,t)=x0i F(1,t) =x; peratottel.
En aquest cas, diem que F: | x | — X és una homotopia de camins entre 7 i §.

Observem que, donats dos camins «y,d: | — X, podem preguntar-nos si sén hométops com aplicacions
(7 ~ &) o homotops com camins (7 ~ ). Es clar que si 7y i 6 s6n camins hométops, aleshores també sén
aplicacions homotopes. Pero la condicié de ser camins homotops és més forta en general, perqué demanem
que els extrems dels camins s’han de quedar fixos durant tota I'homotopia. Per tant, camins que no tinguin
els mateixos punts inicial i final no poden ser camins hométops, encara que si que puguin ser aplicacions
| — X homotopes. En tota la resta del treball, quan parlem d'homotopies entre camins v, §: | — X sempre
ens referirem a I’homotopia de camins de la Definici6é 1.3, i només utilitzarem la nocié d’homotopia de la
Definicié 1.2 quan parlem d’altres tipus d'aplicacions continues i no de camins.

Sabem que la definicié classica d’homotopia d'aplicacions és una relacié d'equivaléncia. Vegem que
I'homotopia de camins també ho és.

Proposicié 1.4. La relacié d’homotopia de camins és una relacié d’equivaléncia.

Demostracié. Comprovem les propietats que defineixen les relacions d'equivaléncia. Tots els camins tenen
punts inicial i final xp i x1, respectivament.

e Reflexivitat. Donat un cami ~: /| — X, tenim que 7 ~ ~ a través de I'homotopia de camins
F:1x1— X, F(s, t) = 7(s). Es continua perqué v ho és i clarament satisfa les propietats de la
definicié.

e Simetria. Suposem que v i 6 sén homotops a través de F: /| x | — X. Aleshores G: | x | — X,
G(s,t) = F(s,1 —t) és una homotopia de camins entre ¢ i 7.

e Transitivitat. Suposem que tenim v ~ § ~ 7 a través d’homotopies de camins F: [ x | — X i
G: I x| — X, respectivament. Aleshores podem construir la segiient homotopia de camins H: I x| —
X entre v i n:

F(s,2t), site0,1],
H(s,t) = (s,21) _' [1 2]
G(s,2t—1), site[3,1].

Com que F i G s6n homotopies de camins entre v i § i entre § i 1, respectivament, tenim que
H(s,0) = F(s,0) =~(s) i H(s,1) = G(s,1) = n(s) per a tot s € I. Pel mateix motiu, com que per
atot t €/ tenim que F(0,t) = G(0,t) = xo i F(1,t) = G(1,t) = x1, deduim que H(0,t) = xp i
que H(1,t) = x; peratot t € /.

Per tant, només queda veure que H és continua. Perd F i G ho sén, de forma que cada tram de la
definicié de H és continu. Pel lema d'enganxament, només hem de comprovar que les dues definicions
coincideixen en la interseccié dels dos trams, | x [0, 3] i / x [3, 1], que sén tancats. Perd, en efecte,
F(s,2-3)=F(s,1)=6(s) = G(s,1) = G(s,2- 5 — 1) peratot s € /. O

Denotarem la classe d'equivaléncia d'un cami : | — X per la relacié d’homotopia de camins com [7].

Sempre que el punt final d'un cami 7 coincideixi amb el punt inicial d'un altre § podem definir la
concatenacié dels dos camins, és a dir, el cami que recorre v en la primera meitat del temps i continua
recorrent ¢ durant la segona meitat:
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Definicié 1.5. Donats dos camins v,d: | — X tals que (1) = 6(0), definim la concatenacié de v amb §
com el cami y*d: | — X segiient:

v(2s), sise[0,1],
5(2s—1), sise[i1].

(7*®6)={

La continuitat de v * § és clara pel lema d'enganxament.

Observacié 1.6. La concatenacié respecta la relacié d’homotopia de camins, en el sentit que si 7 ~ +/

i & ~ ¢, aleshores v x § ~ ~' x §'. Basta construir una homotopia de camins que imiti |'"homotopia de
camins entre vy i 7 en la primera meitat del cami i I'homotopia de camins entre § i §’ en la segona meitat.
Formalment, si F: | x | — X i G: | x | — X sén homotopies de camins entre v i v/ i entre § i ¢,
respectivament, aleshores

_JF@sit), siseo],
H(s, t) = {G(QS —1,t), sise [%v 1} '

que és continua pel lema d'enganxament, és clarament una homotopia de camins entre v % § i v/ * §'.

La concatenacié no ens permet construir un grup en el conjunt de classes d’homotopia de camins perqué
no podem operar dos camins qualssevol: ens cal que el punt final d'un sigui I'inicial de I'altre. Perd si fixem
un punt base xg € X i ens restringim només a camins que comencin i acabin en xg si que podrem concatenar
dos qualssevol d'ells. Aquest tipus de camins els anomenem tancats en xg:

Definicié 1.7. Diem que un cami y: | — X és tancat en xp € X si 7(0) = (1) = xo.

Anem a veure que el conjunt de camins tancats en un xp € X fixat, sempre i quan identifiquem camins
modul homotopia de camins, és un grup amb 'operacié de concatenacié.

Proposicié 1.8. Donat un espai topologic X i un punt xg € X, el conjunt de classes d’homotopia de
camins tancats en xp, m1(X,x0) := {[y] | v: | — X cami tancat en xp}, és un grup amb el producte

[1[6] := [y * 6]

Demostracié. Observem en primer lloc que |'operacié esta ben definida: el cami v § esta ben definit donat
que v(1) = 6(0) = xo, el producte [y*d] esta a w1(X, x0) perqué x4 és tancat donat que y(0) = §(1) = xo,
i no depén dels representants de [v] i [0] per I'Observacié 1.6.

De cara a la resta de la demostracié, anomenem reparametritzacié d'un cami v: | — X a la composicié
vyow: | — X pera ¢: | — | qualsevol aplicacié continua amb ¢(0) = 0i ¢(1) = 1. Intuitivament, una
reparametritzacié d'un cami fa el mateix recorregut, només que a velocitats diferents. Si reparametritzem un
cami +, la seva classe d’homotopia de camins no canvia, és a dir, v =~ o per a qualsevol reparametritzacié
v o . En efecte, F: | x | — X definida per F(s, t) = y(te(s) + (1 — t)s) és una homotopia de camins
entre 7y i 7 o ¢, que esta ben definida perqué tp(s) + (1 —t)s € | per a tot s, t € | perqué | és convex.

Comprovem |'associativitat. Donats [7], [0], [7] € m1(X, x0), vegem que [(y* ) xn] = [y * (0 xn)], és a
dir, que (y*9)*n ~ y* (0 *n). Observem que no sén iguals. En el primer cas, -y i ¢ es recorren en un quart
del temps cadascun i 77 en l'altra meitat, mentre que en l'altre cas « es recorre en la primera meitat del
temps i aleshores § i 7 es recorren en una quarta part del temps cadascun. Perd un és una reparametritzacié
de I'altra: si considerem ¢: | — I definida per



is, sise[0,1],
p(s)=qs—% sise[3.3]
2s—1, sise[3,1],

és a dir, I'aplicacié que entre s =01i s = % va linealment de 0 a %, entre s = % is= % va linealment de %
1 - 3 . . 1 PN
a;ientres=3is=1valinealment de 5 a 1, se satisfa que ((y*0) *n) 0@ =~ v*(d xn). Per tant, pel

que acabem de veure, tenim que (v * ) x>~ v * (6 x 1), que és el que voliem.

Vegem que m1(X, xo) té element neutre: la classe del cami constant en xg € X: [cy,] € m1(X, x0).
Anem a veure doncs que, donat [y] € m1(X, x0), es té que [V][cx,] = [7], és a dir, que v xcy, >~ . En
efecte, v * ¢y, és una reparametritzacié de : concretament, 7y * ¢y, = yo (id *xc1), on id: [ — [ és la
identitat i c;: | — [ és |'aplicacié constant igual a 1. Per tant, ja sabem que 7 * ¢,, =~ 7, com voliem. De
forma completament analoga, utilitzant que c,, * -y és la reparametritzacié de v per ¢ = cg * id, s'obté que
[exo] 7] = Y]

Vegem finalment que, donat [y] € m1(X, xo), si escrivim 7: | — X el cami oposat, és a dir, 7(t) = y(1—
t), aleshores [y] € m1(X, x0) és l'invers de [y] en m1(X, x0). En efecte, per a demostrar que [][7] = [cx]
hem de justificar que v * 7 ~ c,,. Perd si escrivim id: | — [ el cami id(s) = 1 — s oposat a la identitat
en /, tenim que F: [ x | — X definida com F(s, t) = v((1 — t)(id * id)(s)) és una homotopia de camins
entre yo (id*id) = vy *7 i C4(0) = Cxo» @iXI que ¥ ¥ = Cx,. De forma completament analoga s’obté que
1] = [exo)- B

Definicié 1.9. Donat un espai topoldgic X i un punt xg € X, anomenem grup fonamental de X amb punt
base xp al grup m1(X, xo) amb el producte [v][d] = [y * 4].

Observacié 1.10. El subindex 1 prové del fet que el grup fonamental és el primer d'una seqiiéncia de grups
mn(X,x0), n > 1, de gran importancia en topologia algebraica, anomenats grups d’homotopia, que es
defineixen de forma analoga al grup fonamental perd utilitzant el cub n-dimensional /" en lloc de /. En
aquest treball només estudiarem el grup fonamental. El lector interessat pot trobar més informacié sobre
els grups d’homotopia a [Hat02, Capitol 4].

Una pregunta natural és si el grup fonamental d'un espai topoldgic depén del punt base que escollim.
Com que la definicié de m1(X, xg) només involucra punts de la component arcconnexa de X que conté xg,
només podem esperar que 71(X, xp) i m1(X, x1) estiguin relacionats si xp i x; estan en la mateixa component
arcconnexa de X. Pero si si que ho estan, anem a veure que aleshores els grups fonamentals de X amb ['un
i I'altre com a punt base sén isomorfs:

Proposicié 1.11. Sigui X un espai topologic. Si xy, x1 € X sén punts tals que existeix un cami ac: | — X
que els uneix, és a dir, amb «(0) = xp i (1) = x1, aleshores &: m1(X,xo) — m1(X,x1) definida per
a&([v]) := [@ =y * a] és un isomorfisme.

En particular, si X és arcconnex, per a qualsevol parell de punts xp,x; € X es té que m1(X, xp) =
m1(X, x1).

Demostracic. L'aplicacié &: m1(X, x0) — m1(X, x1) definida per &([y]) = [@ * v * a] és un isomorfisme.
Esta ben definida per I'Observacié 1.6.

Es un morfisme perqué &([1)A([7']) = [+ alla s +a] = [a %y xar@wy s a] = [ay 7 xa] =
a([y 1) = a(M'D)- )

| és un isomorfisme perqué té invers. En efecte, si 5 = @ és el cami oposat a «, aleshores 5: 71 (X, x1) —

m1(X, xo) definida per B([0]) = [B * 0 * 5] és la inversa de &. En efecte, &(3([0])) = a([B * 6 * B]) =

~
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Mlaxdxa]) = [@xaxdxaxa]) = [0] pera tot [§] € m1(X, x1). Analogament, per a tot [7] € m1(X, Xo),
es té que S(a([4])) =[] O

1.2 Morfismes induits

Anem a veure a continuacié que tota aplicacié continua entre dos espais topologics que envii el punt base
d'un al punt base de I'altre indueix un morfisme entre els respectius grups fonamentals.

Observacié 1.12. Donats dos espais topologics X, Y i una aplicacié continua f: X — Y que envia amb
f(x0) = yo, escriurem f: (X, xp) — (Y, y). Aquests punts xp, yp destacats acostumaran a ser els punts
base a partir dels quals construirem els grups fonamentals de cada espai.

Proposicié 1.13. Donats dos espais topologics X, Y i punts xo € X,y € Y, tota aplicacié continua
f:(X,x0) = (Y, y0) indueix un morfisme de grups f.: m1(X, x0) — m1(Y, yo) definit per f.([y]) = [f o 7]

Demostracié. Comencem observant que f, esta ben definida. Si [y] = [7/], tenim una homotopia de camins
F:Ix]— Xentrevyi~. Aleshores foF: | x| — Y ésuna homotopia de camins entre foy i foy'. Pertant,
la definicié donada no depén de la tria del representant. A més, £.([y]) = [f o] és un element de 71 (Y, yo)
per a tot [y] € m1(X, xp) perqué f o~ és tancat en yo: (f 0)(0) = f(x0) = yo = f(x0) = (f o ¥)(1), on
estem utilitzant que y és tancat en xp.

Comprovem que f, és un morfisme de grups. Calculem: 7. ([v][0]) = fi([y *9]) = [fo (y xI)] =
[(foy)x(fod)] = f([v])f([0]), on estem utilitzant que els camins f o (y*J) i (f oy)* (f od) sén iguals
(i, en particular, homotops), com es pot comprovar escrivint quant val per definicié cadascun d'ells en cada
s € | i veient que coincideixen. [l

Comprovem que el grup fonamental és un functor entre la categoria d'espais topologics amb punt
base, amb morfismes les aplicacions continues enviant punts base a punts base, i la categoria de grups.
Concretament, el que ens queda per veure és la segiient proposicio:

Proposicié 1.14. 1. Donades aplicacions continues f: (X,x0) — (Y, ) i g: (Y, y0) — (Z, 20), ales-
hores (g o f). = gy o fi.

2. Donat un espai topologic X i xo € X, (idx )« = idr,(x,x)-

Demostracié. Només cal fer les comprovacions segiients:

1. Donat [y] € m(X,x), es té que (gof)([7]) = [(gof)or] =[go(for)] =gllfeon]) =
g«(f([1])) = (&« o £)(IV])-

2. Donat [] € m1(X, x0), es té que (idx)«([]) = [idx 7] = [7] = idz; (x,%) (7])- O
Com a conseqiiéncia obtenim que els grups fonamentals d'espais homeomorfs sén isomorfs:

Corol'lari 1.15. Siguin f: X — Y un homeomorfisme i xo € X. Aleshores, f.: w1 (X, x0) — m1(Y, f(x0))
és un isomorfisme.

Demostracié. Sigui g: Y — X I'homeomorfisme invers de f. Aleshores g, és un morfisme invers de f,:
d'una banda f, o g = (fog). = (idy ).« = idr (v £(x)) i d'altra g ofe = (gof)s = (idx)« = idr (x,x). O



Una altra conseqiiéncia és que el grup fonamental de qualsevol retracte A C X d'un espai topologic X
és isomorf a un subgrup del grup fonamental de X. A més, si A és un retracte de deformacié, el seu grup
fonamental és isomorf al de X. Recordem les definicions:

Definicié 1.16. Sigui X un espai topologic X i A C X un subespai. Una retraccié de X en A és una
aplicacié continua r: X — A tal que roi = ids, on i: A — X és la inclusié. Diem que A C X és un
retracte de X si existeix una retraccié de X en A.

Diem que una retraccié r: X — A és de deformacié si, a més, ior: X — X és homotopa a la identitat
idx : X — X per una homotopia que no mogui els punts de A, és a dir, si existeix F: X x | — X continua
satisfent que F(x,0) = x, F(x,1) = r(x) Vx € X i F(a,t) = aVa € At € |. Diem que A C X és un
retracte de deformacié de X si existeix una retraccié de deformacié de X en A. Abusant del llenguatge,
anomenarem retraccié de deformacié també a I'homotopia F entre idx i r.

Corol'lari 1.17. Siguin X un espai topologic, A C X un retracte i xo € A. Aleshores, sii: A — X és
la inclusié, el morfisme iy: w1(A, x0) — m1(X, x0) que indueix en els grups fonamentals és injectiu. En
particular, m1(A, xo) és isomorf a un subgrup de m1(X, xp).

Si, a més, A és un retracte de deformacid, aleshores i, també és exhaustiu. Per tant, en aquest cas,
m1(A, xo0) i m1(X, x0) sén isomorfs, i i, és un isomorfisme entre ells.

Demostracié. Sigui r: X — A una retraccié. Es a dir, una aplicacié continua tal que ro i =id4. Per tant,
passant a morfismes induits, tenim que r. o i, = (ida)s = idx (ax,). En particular, aixo implica que i és
injectiva.

Si A és un retracte de deformacié, considerem F: X x | — X una retraccié de deformacié a A: és a dir,
una homotopia satisfent que F(x,0) = x, F(x,1) =r(x) € Aperatot x € X i F(a,t) =aperatotac A
i t € l. Aleshores, per a qualsevol cami «v: [ — X tancat en xp € A es té que G: | x | — X definida per
G(s,t) = F(v(s), t) és una homotopia de camins entre « i un cami d(s) := G(s,1) = F(y(s), 1) tancat
en xp i totalment contingut en A. Per tant, [y] = i([d]), on interpretem 6 com un cami | — A. Concloem
per tant que i, és exhaustiva. O

1.3 Invariancia homotopica
Recordem el concepte d'espais homotdpicament equivalents:

Definicié 1.18. Donats dos espais topologics X i Y, una aplicacié continua f: X — Y és una equivaléncia
homotdpica si existeix una inversa de f llevat d’homotopia (d'aplicacions; veure la Definicié 1.2), és a dir,
si existeix g: Y — X continua tal que fog: Y — Y és homotopa a idy i go f: X — X és homotopa
a idx. En aquest cas, diem que F i g sén inverses homotopiques. Si existeix una equivaléncia homotopica
entre X i Y, diem que X i Y sén homotdpicament equivalents.

Observem que si A C X és un retracte de deformacié, en particular, X i A sén homotopicament
equivalents (r: X — A és una equivaléncia homotopica, amb inversa homotopica i: A — X). Per tant,
els espais homotopicament equivalents sén una generalitzacié dels retractes de deformacié. Perd la nocié
d’espais homotopicament equivalents és molt més general: tot retracte de deformacié de X ha de ser,
per definicié, un subespai de X, perd X pot ser homotdpicament equivalent a espais topologics arbitraris.
D’altra banda, també és clar que si dos espais sén homeomorfs també sén homotdpicament equivalents
(qualsevol homeomorfisme entre ells és en particular una equivaléncia homotopica). Per tant, els espais
homotopicament equivalents també generalitzen els espais homeomorfs. Ja hem vist que si dos espais
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sén homeomorfs o si un és un retracte de deformacié d'un altre aleshores els seus grups fonamentals sén
isomorfs. Anem a veure que, de fet, aixd generalitza a espais homotopicament equivalents. Diem que el
grup fonamental és un invariant homotopic.

Primer necessitem el segiient lema:
Lema 1.19. Siguin f: (X,x0) — (Y. ») i g: (X,x) — (Y,y1) aplicacions continues. Si f i g sén
homoétopes, aleshores existeix un cami a: | — Y de yg a y1 tal que g, = & o f,, amb la notacié de la

Proposicié 1.11. Concretament, si F: X x | — Y és una homotopia entre f i g, aleshores podem triar el
cami a(t) = F(xo, t).

Demostracié. Sigui v: | — X un cami tancat en xo. Hem de veure que

g(]) = a(f([V])) < lgor] = [ax(foy)xa] <= [ax(goy)] = [(for)*a] <= ax(goy) ~ (foy)xa.
Demostrem que es té aquesta Gltima homotopia de camins.

Considerem els camins 7g,71: | — X x | donats per y(s) = (7(s),0), 71(s) = (v(s),1). Son
clarament tancats en (xp, 0) i (xo, 1), respectivament. Considerem també el cami 5: | — X x [ donat per
B(t) = (xo, t). Aleshores, es té clarament que Foyy=fo~y, Foyy=go~vyiFof=a.

Considerem |"aplicacié continua G: | x | — X x I donada per G(s,t) = (y(s), t), i els camins en [ x [
que recorren cadascuna de les seves arestes:

Clarament tenim que G o §g = g, que God; =1, ique Gong = Gon = B.

Observem que els camins dg * 71 i 79 * 91 sén camins en | X | entre els punts (0,0) i (1,1). Com que
| x I és convex, podem considerar I'homotopia de camins H: | x | — | x | entre dg *x 11 i g * 1 donada

per H(s, t) = t(no x 01)(s) + (1 — t)(do *xm1)(s).
Ara, G o H és una homotopia de camins entre vg* 8 i S * 1. Per tant, F o G o H és una homotopia de
camins entre (f o) x a i a*(go7). O

Ara ja podem concloure que el grup fonamental és un invariant homotopic:

Teorema 1.20. Sigui f: (X,x0) — (Y, y0) continua. Si f és una equivaléncia homotopica, aleshores
fo: m1(X, x0) — m1(Y, yo) és un isomorfisme.

Demostracié. Sigui g: Y — X una inversa homotopica de f: X — Y. No és cert necessariament que
g(y0) = xo ni que f(g(¥0)) = yo, perqué f i g només sén inverses homotdpiques, i no aplicacions inverses
estrictament. Posem x1 := g(yo) i y1 := f(g(y)) = f(x1). Tenim per tant els segiients morfismes entre
espais amb punts base:

(X, x0) — = (Y. 50) —5= (X, x1) —— (Y. n).

Entre els grups fonamentals tenim els segiients morfismes induits (cal distingir entre els morfismes induits
per f amb els punts base xg i x1; escrivim (fi)« i (fq )+, respectivament):

()= . (i )=
7’l'1(X,X0) *O> 7'['1(Y,y0) L> 7T1(X,X1) *1> 7'l'1(Y,y1).
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Per hipotesi, g o f: (X,x0) — (X, x1) és homotop a la identitat en X. Per tant, el Lema 1.19 ens
diu que existeix un cami «a: | — X tal que (g of). = &o (idx). = & Sabem que I'aplicacié & és un
isomorfisme, per la Proposicié 1.11. Per tant, també ho és g, o (fy, )« = (g o f). i aleshores deduim que g
exhaustiva.

De forma completament analoga, utilitzant que f o g és homotopa a la identitat en Y, deduim que g,
és injectiva. Per tant, g.: m1(Y, y0) — m1(X, x1) és un isomorfisme. Finalment, com que (f,)« = g, Lo &
és composicié d'isomorfismes, concloem que (f,)s«: m1(X, x0) = 71(Y, y0) també és un isomorfisme, que
és el que voliem demostrar. O]

1.4 Alguns exemples

Donem alguns exemples de grups fonamentals. El més senzill que ens podem plantejar és si un espai
topologic té grup fonamental trivial.

Definicié 1.21. Diem que un espai topologic X és simplement connex si és arcconnex i m1(X, xp) = 1 per
a algun (i, per tant, per a tot) punt xp € X.

L'espai simplement connex més senzill és aquell format per un Gnic punt. Es obvi que {p} és arcconnex,
i I'Gnic cami en {p} és el cami constant c,, aixi que m1({p}, p) només té un element, [c,], i és doncs el
grup trivial. Tot i la trivialitat d'aquest calcul, la invaridncia homotopica ens permet concloure que tot espai
que sigui homotopicament equivalent a un punt tindra grup fonamental trivial. Anomenem aquests espais
contractils:

Definicié 1.22. Diem que un espai topologic X és contractil si és homotdpicament equivalent a I'espai
format per un anic punt.

Es clar també tot espai contractil X és arcconnex. En efecte, sigui f: X — {p} una equivaléncia
homotopica i g: {p} — X una inversa homotopica de f. Aleshores existeix una homotopia F: X x | — X
entre go f iidx. Ara, per a cada punt x € X, 7(t) := F(x, t) és un cami continu de g(p) € X a x. Per
tant, tots els punts de X estan connectats a g(p) per un cami continu. Concatenant aquests camins i els
seus oposats adequadament obtenim camins continus entre qualssevol dos punts de X.

Per tant, del paragraf anterior i la invaridncia homotopica se segueix immediatament el segiient corol'lari:
Corol'lari 1.23. Tot espai contractil és simplement connex. O]

Exemple 1.24. Tot subespai X C R" convex és contractil, perqué qualsevol punt p € X és un retracte de
deformacié de X. En efecte, r = cp: X — {p} és una retraccié de deformacié, perqué podem construir
una homotopia F: X x | — X entre idx: X — X i ior: X — X sense moure el punt p com F(x,t) =
tp+ (1 —t)x. Es a dir, movem cada punt x cap al punt p pel segment que els uneix, que esta contingut en
X per convexitat. Per tant, qualsevol subconjunt convex de R" és contractil i, per tant, simplement connex.

En particular, ja podem calcular el grup fonamental d'un dels dos espais de la introduccié. En efecte, el
pla R? és convex, aixi que m1(R?, xg) =2 1 per a qualsevol punt base xo.

Exemple 1.25. L'altre espai de la introduccié era R? menys un punt. Com que R?\ {p} i R?\ {q}
sén homeomorfs per a qualssevol punts p, g € R?, de cara a calcular (la classe d'isomorfisme de) el grup
fonamental del pla menys un punt, podem treballar amb R2\ {(0, 0)}.

Observem que R? \ {(0,0)} és homotopicament equivalent a S'. En efecte, r: R?\ {(0,0)} — S!
donada per r(x) = ﬁ és una retraccié de deformacié. Podem construir I'homotopia entre idg2\ ((0,0)} i

i o r portant cada punt x € R\ {(0,0)} a El pel segment de recta que els uneix.

11
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Per tant, bastaria calcular el grup fonamental de S'. Prenem com a punt base x; = (1,0) € S'.
Intuitivament veiem que qualsevol cami tancat en xp que no doni cap volta sencera a S! es pot deformar
continuament al cami constant en xp. D'altra banda, si considerem el cami v que dona una volta sencera
a S! a velocitat constant, sembla que si volguéssim deformar-lo al cami constant en xg no podriem fer-ho
sense trencar-lo, aixi que no seria homotop al cami constant. En canvi, qualsevol altre cami que acabi
donant una volta sencera, encara que potser vagi canviant de velocitat o fins i tot vagi cap enrere en algun
moment, sembla que si que sera homotop al cami v1. De la mateixa manera, podem intuir que els camins
que acabin donant un nombre n € Z de voltes seran tots homotops al cami vy, que dona n voltes a velocitat
constant, i que dos v,, Ym amb n # m, com que donen un nombre diferent de voltes, no seran homotops.
Per tant, tindriem que m1(S', x0) = {[va] | n € Z}. A més, com que 7, * 7m dona n+ m voltes, tindriem
que [Vn][ym] = [vn * Ym] = [Vn+-m]-

Per tant, tot sembla indicar que 771(81, X0) = Z, perd per a demostrar-ho formalment ens caldran alguns
resultats sobre espais recobridors que desenvoluparem en el Capitol 2. Aconseguirem demostrar-ho a la
Seccié 2.3. Com que Z 2 1, ja tindrem el que avancavem a la introduccié: el pla i el pla menys un punt
no sén homeomorfs (de fet, ni tan sols homotopicament equivalents), perqué els seus grups fonamentals els
distingeixen. Per ara, en els exemples que seguiran donarem per suposat que 71(S!, xo) = Z.

En les properes dues seccions introduim el teorema de Seifert-van Kampen, que ens permetra reduir el
calcul de grups fonamentals d'un espai al calcul dels grups fonamentals d'alguns subespais seus, cosa que
ens permetra obrir el ventall d'espais pels quals coneguem el seu grup fonamental.

1.5 Producte lliure de grups i grups lliures

Ens plantegem ara el problema de si podem deduir el grup fonamental d'un espai només a partir dels grups
fonamentals d'una familia de subconjunts seus que el recobreixin. Dit informalment, ens preguntem si a
partir del grup fonamental de les parts es pot obtenir el grup fonamental del tot. Concretament, a la
propera seccié demostrarem el teorema de Seifert-van Kampen, que ens donard una manera d'expressar el
grup fonamental d'un espai X a partir dels grups fonamentals d'una familia d’oberts, tots contenint el punt
base xg € X, sota unes certes hipotesis d'arcconnexié per a aquests oberts i les seves interseccions.

Per a fer-nos una idea de qué dira el teorema pensem en I'espai X = S! v S! format per dues circum-
feréncies unides per un sol punt (pensem-les cadascuna de diametre 1 dins de R?). Prenem el punt base
xo com el punt on s'uneixen. Intuitivament, sembla que qualsevol cami en X = S v S! tancat en xp ha
de fer unes quantes voltes a una de les dues circumferéncies, continuar donant-ne unes quantes a l'altra,
potser tornar a |'anterior, i aixi successivament. Aixo si, cal que el nombre total de voltes que acabi donant
sigui finit: altrament, el cami hauria de recérrer alguna de les dues circumferéncies un nombre infinit de
vegades; aleshores, hi hauria subintervals de / de longitud tan petita com volguéssim on el cami donés tota
una volta sencera a aquesta circumferéncia, perod aixo entra en contradiccié amb la continuitat del cami (no
existiria cap 0 > 0 tal que qualssevol dos punts de / a distancia menor que ¢ tinguessin imatges a distancia
estrictament menor que € := 1, que és la distancia entre el punt d'unié de les circumferéncies i el seu punt
antipodal a la circumferéncia a la qual el cami dona infinites voltes).

Per tant, si a := [y] i b := [J] s6n les classes d’homotopia de camins que donen una volta en sentit
antihorari a la circumferéncia esquerra i dreta, respectivament, sembla que qualsevol element de 71 (X, xo)
es pot escriure com a™b™a™p™ ... a"pMk amb ny, m € Z, i nj,m; € Z\ {0} pera i = 2,..,k,
j=1,...,k—1. Sembla doncs que podem recuperar el grup fonamental de X com el conjunt de “paraules”
de longitud finita on cada “sil-laba” és un element del grup fonamental d'alguna de les dues circumferéncies, i
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podem suposar que aquestes paraules sén “reduides”, en el sentit que cap de les seves sillabes és un element
neutre i cap parell de sillabes consecutives s6n una la inversa de I'altra.

Obtindrem aquest resultat com a corollari d'un teorema molt més general, el teorema de Seifert-van
Kampen, que demostrarem en la secci6 segiient. Abans, perd, ja ens podem esperar que, donada una
familia de grups, el grup format per “paraules reduides de longitud finita amb sillabes en cadascun d’aquests
grups’ sera important per a poder enunciar-lo. Per tant, dediquem aquesta seccié a construir aquest grup
formalment i a utilitzar-lo per a construir els grups lliures, que ens interessaran més endavant.

Definici6 1.26. Donada una familia {G,}, de grups, el seu producte lliure és el grup [}, G, definit de la
manera segiient: anomenem paraula a qualsevol producte formal gy - - - g de longitud arbitraria pero finita
k > 0, on cada g; pertany a algun grup G,, de la familia (incloem la paraula buida, que denotem per 1).
Anomenem sillaba a cadascun dels g; que formen una paraula. Els elements de [] G, sén paraules (inclosa
la paraula buida) on cada sillaba g; € G,, és diferent de I'element neutre e,, € G,, i cada dues sillabes
consecutives pertanyen a grups diferents, és a dir, G,, # Gg,,, per a tot i; diem en aquest cas que sén
paraules reduides.

Donades dues paraules reduides gy - - - gk, hi---hy € [], Ga, definim el seu producte com la paraula
g1 &kh1 - h. Aquesta paraula potser no és reduida: si gi i hy pertanyen a un mateix G, s'ha d'entendre
que les combinem en una sola sillaba (gxh1) € Ga; si gxhi resultés ser I'element neutre de G, hauriem
d'eliminar-lo de la paraula, i aixo ens podria obligar a combinar gx_1 i hy si també estiguessin en un mateix
Gg, etcétera. Aquest procés acaba en algun moment, perqué la longitud de la paraula disminueix en cada
pas, i la paraula amb que acabem sera reduida. El producte en [, G, és doncs la concatenacié eventualment
seguida de producte de dues sillabes consecutives que siguin d'un mateix grup G, (i d'eliminar el resultat
de la paraula si una sillaba era la inversa de l'altra). Admetem la paraula buida 1 com a paraula reduida,
i és clarament |'element neutre de [[}, G,. Per a qualsevol paraula reduida g1 --- gk € [, G, existeix la
seva inversa, que és clarament també reduida: g,:l . ~gf1 e[, Ga.

Per a poder concloure que [, G, és un grup ens falta justificar que se satisfa la propietat associativa.

Proposicié 1.27. L'operacié de concatenacié seguida de reduccié en [’ G, és associativa. Per tant,
[L, Go és un grup.

Demostracié. Denotem per W el conjunt de paraules g1 - - - g« reduides, incloent la paraula buida. A cada
g € Gq li associem l'aplicaci6é Lg: W — W donada per concatenar amb g per I'esquerra: Lg(g1---8k) =
gg1 - 8k, on combinem g i g1 en una sola sillaba (ggi) si pertanyen al mateix G, i |'eliminem si ggz =
1€ G,

Donades g, g’ € Gq, és immediat comprovar que Lggr = Lg o Lys: donada una paraula reduida gy - - - g,
i g1 & Go, que Lgolg(gr---8k) = Lgg(81- - 8k) és immediat per definicid; si g1 € G, és conseqiiéncia
de I'associativitat en G,. En particular, per a tot g € G, tenim que L, és bijectiva, amb inversa L, 1. Per
tant, I'aplicacié g — Lg defineix un morfisme de G, al grup Sym(W) de permutacions de W (és a dir, el
conjunt d'aplicacions W — W bijectives amb |'operacié de composicié).

Més en general, podem definir L: W — Sym(W) com L(gi---gk) = Lg o ---0Lg. L és in-
jectiva: suposem que L(g1---gx) = idw; aplicant ambdés costats a la paraula buida 1, obtenim que
g1 -8 = 1. A més, la propietat que Ly, = Lg o Ly per a g.8 € G, ens permet concloure que
L((g1---gk)(h1---hy)) = L(g1---gk) o L(h1--- h;) per a qualssevol paraules reduides g1 --- gk, h1--- hy €
W, on el producte (g1 ---gk)(h1--- hy) és la concatenacié seguida de reduccid.

Ara ja podem concloure que I'operacié a W és associativa utilitzant I'associativitat de la composicié
d'aplicacions. En efecte, donades paraules reduides u, v, w € W,

L(u(vw)) = L(u) o (L(v) o L(w)) = (L(u) o L(v)) o L(w) = L((uv)w)
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i, per injectivitat de L, concloem que u(vw) = (uv)w. O

Un cas particularment rellevant de producte lliure és aquell en qué tots els factors sén Z. L'anomenem
grup lliure.

Definicié 1.28. Anomenem grup lliure amb base A al grup Fa :=[[,c4 Z.

Abusant del llenguatge, per a cada o € A, denotem també per o un generador de la copia a-ésima de
7. Aleshores A es pot veure com un subconjunt de F4. Per construccié, tot element de F4 es pot escriure
com una paraula reduida tal que totes les seves sillabes s6n poténcies d'algun o € A (amb exponent
positiu o negatiu). Per exemple, els elements de Fy, ) seran paraules reduides en {a, b}, com a’b~*aba®
o b~ la=*b3a. Per tant, A C F4 és un conjunt de generadors de Fa. Als elements o € A C Fp4 i als seus
inversos els anomenem lletres de F4. Dos productes reduits diferents de lletres (reduits en el sentit que
no apareix cap lletra seguida de la seva inversa) sempre donen resultats diferents dins de F4. Aixd justifica
anomenar a Fy el grup lliure amb base A.

La pregunta natural és quan dos grups lliures F4 i Fg sén isomorfs. Es raonable pensar que ho seran si
i només si A i B tenen el mateix cardinal i, en efecte, és aixi. Es pot trobar una demostracié a [DV24].

Donat un grup G arbitrari, anomenem rang de G, designat per rk(G), a la minima cardinalitat d'un
conjunt de generadors de G. Per tant, és clar que rk(Fa) < #A, i a [DV24] es demostra que es té la
igualtat: rk(Fa) = #A.

Per tant, llevat d'isomorfisme, hi ha un anic grup lliure de cada rang &, que denotarem per F, si volem
obviar amb quina base concreta A (amb #A = k) el considerem.

En teoria de grups, la familia de grups lliures {F,.}.. és d'una gran rellevancia degut al fet que, d'alguna
manera, contenen tota la informacié possible sobre qualsevol grup. Concretament, es té el resultat segiient,
demostrat també a [DV24]:

Teorema 1.29. Tot G és quocient d'un grup lliure. Es a dir, per a tot grup G, existeix un cardinal r i un
subgrup normal N < F,; tals que G = F,/N.

Observem que aquest teorema admet dues lectures contraposades. D'una banda, podem pensar que
els reticles de subgrups (normals) dels grups lliures contenen tota la informacié de qualsevol grup, aixi que
en teoria podriem dedicar-nos només a estudiar aquests reticles i podriem extreure'n tota la informacié
algebraica de qualsevol grup. D'altra banda, perd, si d'aquests reticles podem extreure tota la teoria de
grups, acabar d'entendre’ls completament ha de ser extraordinariament complicat.

1.6 Teorema de Seifert-van Kampen

Per a calcular el grup fonamental d'espais més complicats, ja hem comentat que una de les eines més atils és
el teorema de Seifert-van Kampen. La idea basica és la de I'exemple de S'VS! del comencament de la seccié
anterior. En el cas més simple, obviant hipotesis técniques, el teorema diu que si un espai X es pot posar
com la uni6 d'una familia { U, }o d'oberts, tots contenint el punt base, tals que les seves interseccions dos a
dos siguin simplement connexes, aleshores el grup fonamental de X amb punt base xg és el producte lliure
dels grups fonamentals dels U, amb punt base xp. Aixd és exactament el que hem justificat intuitivament
en 'exemple de St v S1.

El teorema de Seifert-van Kampen ens diu qué passa en general si les interseccions no sén necessariament
simplement connexes. Concretament, afirma que, si les interseccions dos a dos dels oberts del recobriment
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sén simplement connexes, aleshores el grup fonamental de X és directament el producte lliure dels grups
fonamentals dels U,, com hem dit a dalt; si no ho sén, el grup fonamental de X és el producte lliure dels
grups fonamentals dels U, només que les lletres que corresponen a la classe d’homotopia d'algun cami en
la interseccié de dos oberts U, i Ug es poden operar tant com elements de 71 (U,, xp) com de 71(Ug, xp).

Teorema 1.30 (de Seifert-van Kampen). Sigui X un espai topologic i sigui xo € X. Suposem que {Uy }oeca
és una familia d'oberts arcconnexos de X que contenen xy. Suposem a més que cada dos i cada tres d'ells
tenen interseccio arcconnexa, és a dir, que Yai, oz, a3 € A les interseccions Uy, N Uy, § Usy N Uay N Uag
sén arcconnexes. Aleshores,
*
T1(Un, X
m1(X,20) = 1o ie:20),

on N és el subgrup normal més petit de [, m1(Ua, x0) contenint els elements

(i)« (17]) (g« (V)

peraca, B e Ay] €m(UsNUg, xo), i on

(iag)s: T1(Ua N Ug, x0) — m1(Ua, %0)
(iga)«: m1(Ua N Ug, x0) = m1(Us, x0)

son els morfismes induits per les inclusions ing: Uy N Ug = Uy iigq: Uy N Ug — Ug, respectivament.

Demostracic. Al llarg de tota la demostracié (i )«: m1(Ua, x0) — m1(X, xo) denota el morfisme induit per
la inclusié iy : Uy, — X.

Un element generic de [ ], 71(Ua, x0) és una paraula reduida [v1]u,, - - [v]u., . on introduim la segiient
notacié que utilitzarem al llarg de la demostracié: posarem un subindex a la classe d’homotopia de cada
cami indicant en quin espai |'estem considerant. Aixi, la notacié de dalt s'ha d'interpretar com que ~; és un
cami | — U,, i, per tant, [v] Uy, €s un element de 71(Uy;, x0). Com que U,, C X, també podriem veure 7;
com un cami en X; en aquest cas escriuriem [v;]x el corresponent element de 71(X, xp). Notem que, per
a un cami y amb imatge totalment continguda en U,, tenim que [v]x = (ia)«([Y]u,) i, per tant, aquesta
notacié ens sera especialment atil per a alleugerir les notacions per als morfismes induits per les inclusions.
Per exemple, en lloc d’escriure els elements que defineixen N com (ing)«([7])(isa)«([]) ™, els denotarem
per [v]u, ['y][/; on 7y és un cami totalment contingut en U, N Ug. També escriurem U; en lloc de U,, per
a referir-nos al U,, on veiem un cami ;.

Amb aquestes notacions, per a [v1]y, - - - [v]u, € T1, m1(Ua, x0), definim

S([viluy - [vlue) = Inlx - Twdx = [y * - * vl x,

que representa la classe del cami que formen les ~; vistes dins de X i concatenades. Aquest ¢ defineix
un morfisme ®: [[* 71(Ua, x0) — 71(X, X0). Anem a veure que és exhaustiu i que té nucli N. Amb aixo
conclourem que es té |'isomorfisme de I'enunciat.

Comencem veient |'exhaustivitat. Donat un cami 7 en X tancat en xp, volem trobar camins ~1, ..., vk
tancats en xp tals que, per a cada 7, 7; sigui un cami contingut en U, per a algun «; € A, i satisfent que

[VIx = [va* - *vlx.
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U,
~

Figura 1: Construccié de la particié 0 = sp < 517 < --- < s, = 1 i dels camins §;

Com que els U, sén oberts i v és continua, cada punt s € / té un entorn Vs 3 s (que podem suposar
un interval) tal que la seva adheréncia va a parar a un sol U, per . Per tant, | queda recobert per intervals
oberts tals que |'adheréncia de cadascun d'ells té imatge totalment continguda en algun U,. Com que /
és compacte, un nombre finit d'aquests intervals ja sén suficients per a recobrir /. Agafant els extrems
d'aquests intervals obtenim una partici6 0 = sp < 51 < -+ < sk_1 < s, = 1 de I tal que per a cada
i=1,.., kestéquey([si-1,s]) € Uy per a algun U,. Posem 7; := 7|5, , 511 Ui := Uy, un U, en que
el cami ~; estigui totalment contingut.

Com que U; N Ujy1 és arcconnex per a tot i, podem trobar camins §; comencant al punt final de ~; i
acabant a xp totalment continguts en U; N U;y1. Aleshores, podem posar

[VIx = [ya #v2 % = vi]x = [y1 % (61 % 01) * 72 * (02 % 62) - - -k (Sk—1 * k1) * Vi]x =
= [y1 # 81)x[01 * V2 % Go]x -+ [Ok—1 * Yk]x = ® ([ * 1] [01 * 72 * 8]y - [Ok—1 * Wkl uy) -

on l'Gltima expressié té sentit perqué el cami en el claudator i-ésim és un cami tancat en xp totalment
contingut en U;. Aixd és el que voliem trobar i hem demostrat doncs que ® és exhaustiva.

Per a concloure la demostracié ens falta veure que ker® = N. Aixd ens dira, pel primer teorema
*
.. : - T1(Ua, X0
d'isomorfisme, que 1 (X, xp) = HO‘I(VQ)

Observem primer que N C ker ®. Basta veure que ® de cadascun dels elements que defineixen N
és I'element neutre de 71(X, x0), [cx]. Prenem doncs dos indexs o, 8 € A i un element [y]y,nu; €

m1(Ua N Us, x0) i calculem &([v]y, [’y]D;) En efecte, es té que

o(Mu. ;) = @(MNu)P(Mus) ™t = DIxDx' = [exl-

Per tant, només ens queda comprovar que ker ® C N. Per a fer-ho introduim la segiient terminologia.
Donat [v] € m1(X, x0), una factoritzacié de [y] és un producte formal [y1] - - [7«] on

e per a cada i es té que [yj] € m1(Uq, xo) per a algun «,
o [Vlx =D = wlx
Una factoritzacié de [y] és doncs un element de []}, m1(Ua, x0), no necessariament reduit, que va a

parar a [y] per ®. Diem que dues factoritzacions de [y] sén equivalents si podem transformar una en |'altra
iterant els segiients dos passos (o els seus inversos):
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(a) Si dos termes consecutius [7i], [vi+1] estan en un mateix 71 (Uy, Xo), els combinem en un sol terme:

ilua [vist)ua, <— [vi * vis1]u. -

(b) Si 7 és un cami en U, N Ug, i en el producte formal s'esta considerant [y;] com un element de
71(Ua, X0), podem passar a veure'l com un element de 71(Ug, xp):

Vilua < [vilus, st i € un camien U, N Ug.

Observem que el pas (a) no canvia |'element que representa la factoritzacié en []), 71 (Uq, xo) i €l pas

. . T * . . [T}, 1 (Ua,x0) .
(b), tot i que si que canvia I'element de J]7 71(Ua, X0), no canvia la seva classe en el quocient *te—==2:

en efecte, donada una factoritzacié [y1]u, - - - [vilu. - - - [Yk]u, on i és un cami contingut en U, N Ug, tenim
que [vi]u, [%]D; € N i, doncs, que

Ml - Dilue - o (o, -+ il - o) ™ =

=l - bicao (Bilua il ) Di-aly, - bl ~ ado - bicdo iy - Ialg =1
Per tant, les dues factoritzacions

, ., . . . . . * Ua, X
on ~ és la relacié d'equivaléncia que defineix el quocient w

.
. . . Ua,
defineixen el mateix element en el grup quocient w

Per a veure que ker ® C N anem a veure que, donat [y]x € m1(X, x0). si [v1]uy -~ [vkluy i [vilug - [Vly
en sén dues factoritzacions, aleshores sén equivalents. Es suficient veure aixd perqué dues factoritzacions

. . * w1 (Ua X
equivalents representen el mateix element en W

Com que [1]u, =~ [vklu, T [aluy -+~ [Vi]uy son factoritzacions de [y]x, tenim que ~p # -+ %y o 7
74 % -+ x 7y, Estrictament parlant, els camins ; % - % 74 i 7 * --- * 7] no estan ben definits: caldria
posar paréntesis al producte per a especificar en quin ordre concatenem els camins, perqué la concatenacié
només és associativa modul homotopia. De cara al que queda de demostracié, suposem que hem triat
on posar aquests paréntesis i els obviem en I'escriptura per a alleugerir la notacié (les posicions concretes
on els colloquem sén irrelevants per a la resta de la demostracié). Tornant a on estavem, tenim que
Y1 %k Y, 2y ) %+ -y Hi ha per tant una homotopia de camins F: [ X [ — X entre % - - - % 7
i 7y % ---%7;. Com que els U, sén oberts i F és continua, al voltant de cada punt (s, t) € / x | podem
trobar un rectangle obert tal que la seva adheréncia tingui un entorn obert que vagi a parar a un sol U, per
F. Aquests rectangles formen un recobriment per oberts de | x I, que és compacte. Per tant, un nombre
finit d'ells també en sén un recobriment. Triant les rectes horitzonals i verticals que delimiten cadascun
d'aquests rectangles trobem particions 0 = sp < 51 < -+ <sp, =1i0=tg < t1 < --- < t, =1del
talsque peracadai=1,...,m,j=1,...,nes té que [s;_1,s;] X [tj_1, tj] (i tot un entorn obert seu) va a
parar a un sol U, per F. Afinant la particié de les s; si cal, podem suposar que els valors de s on els camins
Y1 % -+ %k Yk i p % -+ %y, canvien de tram s6n punts s; presents a la particié. D'altra banda, afinant la
partici6 de les t; si cal, podem suposar que n és com a minim 3 (és a dir, la particié tingui com a minim
tres franges horitzontals) (veure la Figura 2). Finalment, com que no només cada rectangle va a parar a un
mateix U, siné que tot un entorn obert seu ho fa, podem pertorbar lleugerament els costats verticals dels
rectangles perqué cadascun dels vértexs toqui com a molt tres rectangles diferents i no perdem la propietat
que cada rectangle vagi a parar a un sol U, per F. Com que hem afinat la particié de les t; perqué n fos
com a minim 3, podem fer aquesta pertorbacié només en els rectangles de les franges horitzontals interiors,
sense canviar els rectangles de la primera i I'dltima fila (veure la Figura 2). Aixo ens permet assegurar que
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els valors de s on els camins 1 * -+ %y, i 7] * -+ x 7 canvien de tram continuen estant presents com
a minim en les particions de les arestes inferior i superior de | x I, que és on realment ho necessitarem.
Numerem els nm rectangles que ens han quedat d'esquerra a dreta i de baix a dalt, comencant pel de baix
a I'esquerra (veure la Figura 3). La imatge per F de cadascun dels rectangles R; esta continguda en algun
U,. Per a cada R; triem un tal U, (podria ser que estigués contingut en més d'un) i li diem Uy(g)).

S0 51 Cy) S3 S4 S5
te te
ts ts
ta ta
t3 t3
to to
t 5]
to to

S0 S1 S2 53 S4 Sy S0 S1 So S3 S4 Sy

Figura 2: Quadricula abans i després de la pertorbacié

Anomenem o; (i = 0,...,nm) el cami en | x | que va de (0,0) fins a (1,0) seguint les arestes dels
rectangles que fan que deixi sota seu els i primers rectangles i sobre seu la resta (veure la Figura 3). El cami
o; difereix del cami oj11 només en les arestes del rectangle (i + 1)-ésim: o; el recorre “per sota” i oj11 “per
sobre” (veure la Figura 3). Observem també que F o o coincideix amb el cami 3 % - - -« v, i que F o oy
és el cami 7] * - - - % 7] només que pre- i post-concatenat amb el cami constant a xo (recordem que F era
una homotopia de camins entre 71 * - - - %, i 74 * - - - %y}, aixi que les arestes esquerra i dreta de / x [ van
a parar a camins constants en xp).

.
Anem a utilitzar la quadricula que hem muntat en / x/ per a construir una série d’elements de w

tals que cadascun d'ells i el segiient siguin factoritzacions equivalents. Finalment aixd ens permetra concloure
que les factoritzacions [y1]u, - - [y, 1 [Vi]uy - hnU/’ de qué partiem també ho sén. Volem donar una
factoritzaci6 de cada [F o o] x mirant els camins que fa o; entre cada dos vértexs consecutius que visita. El
tram de o; que uneix cada dos tals vértexs esta contingut en algun rectangle (de fet, generalment estara en
dos). Per tant, F d’aquest tram estara contingut en un sol U,, aixi que voldriem veure la classe d’"homotopia
de F d'aquest tram com una de les sillabes d'una factoritzacié. Aqui ens trobem amb un problema, pero.
Cada sillaba d'una factoritzacié ha de ser un element de m1(U,, Xo) i, per tant, la classe d'un cami tancat
en xg. En general els punts inicial i final de cada tram no seran xp. Perd cada vértex esta en la interseccié de
com a molt tres rectangles, per construccié. Per tant, la imatge per F de cada vértex v esta a la interseccié
de un, dos o tres U, (depenent de quants rectangles toquin v i de si els U, (g,) corresponents a aquests
rectangles coincideixen o no). Com que els U, sén arcconnexos i la interseccié de cada dos i cada tres
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també, per a cada vértex v podem trobar un cami d, que vagi des de F(v) fins a xp i que estigui totalment
contingut en cadascun dels U,(g,) corresponents als rectangles R; que toquen v. En els vértexs on tinguem
que F(v) = xp definim directament 0, := cy,. Caldra fer un ajustament técnic als camins ¢, per als vértexs
v en les arestes inferior i superior de | x | que esmentarem més endavant.

31 32 33 34 35
25 26 27 28 29
19 20 21 22 23
g15
13 14 15 16 17
014
7 8 9 10 11
1 2 3 4 5

Figura 3: Numeraci6 dels rectangles R; i els camins o;

Ara ja podem donar la factoritzacié de [F o oj]x. Les seves sillabes sén les classes d’homotopia de
la imatge per F del tram que fa o; entre cada dos vértexs consecutius v, v/ (que denotarem per o; /),
pre-concatenat amb &, i post-concatenat amb §,/, és a dir, [§, * (F 0 0 ,,/) *,/]. Per a acabar de definir la
factoritzacié hem de dir dins de quin U, veiem aquest cami, és a dir, de quin grup 7m1(U,, x0) el considerem
element. Com que o; .,/ esta contingut en un o dos rectangles, quan el composem amb F estara contingut
en els U, corresponents. Per construccié dels camins §, i 6,/, tot el cami &, * (F 0 0} /) % J,/ estara també
contingut en aquests U,. Per tant, en general tindrem dues opcions per a triar |'obert U, on veiem el
cami. Triem un qualsevol dels dos. Haver triat I'altre hauria donat una factorizaci6 diferent de [F o oi]x
perd equivalent (pel pas (b)) i la resta de la demostracié funciona igual amb qualsevol de les dues. Aixo si,
potser hem d'utilitzar la mateixa sillaba [6, * (F o 0} ,,) * 6,/] en la factoritzacié de [F o oj]x per a j # i.
L'obert que triem per a veure aquest cami ha de ser el mateix en els dos casos.

Anem a veure ara que les factoritzacions de [Fooj| x i [Fooi+1]x que hem construit a dalt s6n equivalents.
Els camins o; i 0j31 només difereixen en les arestes del rectangle R;1;. Per tant, les factoritzacions
construides només difereixen en les sillabes corresponents als trams de o; i 041 entre vértexs que toquen
el rectangle R;;1. Cadascuna d'aquestes sillabes és la classe d'un cami totalment contingut en el Uy(r,,,)
on esta continguda la imatge per F de Ri11. En les factoritzacions, perd, aquestes sillabes potser estan
considerades com elements d'un 71( Uy, xo) diferent de 71(Uy(r,,,), X0). No obstant, aplicant el pas (b)
podem considerar-les totes com elements de m1(Uy(r,,,), X0). Ara el pas (a) ens permet ajuntar totes les
sillabes de la factoritzacié de [F o o;]x corresponents a trams on o; recorre les arestes de R;;1 en una
sola sillaba de la factoritzacié de [F o oj]x. En aquesta nova sillaba, els camins d, en vértexs intermedis
cancellen entre si i només queda [, * (F o 0 /) * 5"/]Ua('?;+1)’ on v i v/ sén, respectivament, el primer i
I'altim vértex de Rj11 que visita o}, i 0, és el tros de cami que fa o; entre aquests dos vértexs. Fent
el mateix amb la factoritzacié de [F o 0;;1]x obtenim que és equivalent a la factoritzacié on escrivim
[0y * (Foojy1n)* 5V']UQ(R,-+1) en lloc de les sillabes corresponents a trams on o1 recorre les arestes de

Rit1.
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Afirmem que [0, * (F 0 0 /) * 5V’]Ua(R , = [6y % (Fooii1m)*0u]u i que, per tant, les noves

i a(Rit1)
factoritzacions de [F o oi]x i [F o 0i+1]x qug acabem de construir sén /a mate+i)1<a, concloent doncs que les
factoritzacions originals de [Foo;]x i [Fooit1]x eren equivalents. Basta veure que Fooj /i Foojiq,,,/ sON
camins homotops per una homotopia en Uy (r,,,)- Perd o; . i oij1,,/ s6n clarament camins homotops per
una homotopia en R;j;1 (perqué Rj;1 és simplement connex). Composant-la amb F obtenim I'homotopia
en Uy(r,,,) desitjada.

Inductivament deduim que la factoritzacié que hem construit de [F o op]x és equivalent de a la de
[F 0 0nm]x. Si veiem que la primera és equivalent a la factoritzacié [y1]y, - - - [vk]u, de [Y]x i la segona ho
és a [v1]y; -+~ [v]]u haurem acabat. Fem-ho per a [y1]u, - - [vi]u,. Observem que si poguéssim combinar
en una sola sillaba totes les sillabes corresponents als trams de og que hi ha entre el vértex on comenca el
cami ; i el vértex on acaba ja ho tindriem: els camins ¢, en vértexs intermitjos cancel'larien, i en els vértexs
inicial i final els camins §, sén el cami constant en xp, perqué ; és tancat en xg. Per tant, recuperariem en
una sola sillaba el factor [’yj]Uj. Perd podriem tenir un problema: només podem combinar aquestes sillabes
en una de sola utilitzant el pas (a) si els camins corresponents a cadascuna d'elles estan tots continguts en
un mateix U,. Es cert que F o oy restringida a cadascun d’aquests trams coincideix amb una restriccié del
cami v; i que, per tant, esta totalment contingut en U;. Perd tal com hem construit els camins 4, en els
vértexs intermitjos només hem assegurat que estiguessin continguts en els oberts U, (g,) corresponents als
rectangles tocant aquests vertexs. Podria passar que en algun vértex v cap dels dos oberts Uy(r)), Un(r;,,)
coincidis amb U; i doncs que el cami §, no estigués contingut en U;, impedint-nos aplicar el pas (a). La
manera de solucionar aixd és fixar-nos que aquests vértexs només toquen dos rectangles i que, per tant,
en la construccié dels camins d,, només hem demanat que estiguessin continguts en dos U,. Per tant,
tenim llibertat per a afinar la definicié dels camins 6, en cadascun d'aquests vértexs v perqué no només
estiguin continguts en els oberts U, (g,) corresponents als rectangles que contenen v, siné també al U; on
esta contingut el cami ~; definit en v, perqué cada tres oberts U, tenen interseccié arcconnexa. Un cop fet
aquest ajust, la demostracié indicada a dalt ja funciona.

Per a demostrar que la factoritzacié de [F o onm]x és equivalent a [y3]y; - [vj]u; es fa exactament
el mateix argument. Només cal observar abans que la factoritzacié de [F o opm|x comenga i acaba amb
un seguit de sillabes totes iguals a [cy,], potser vist dins de diferents U,. Perd podem ignorar-les perqué
corresponen a |'element neutre de cada m1(U,, x0). Un cop eliminades aquestes sillabes de la factoritzacié
de [F o 0nm]x, I'argument del paragraf anterior aplica exactament igual per a justificar que és equivalent a

[viluy - Dilu- 0

Exemple 1.31. La hipotesi que la interseccié de cada tres oberts U, sigui arcconnexa ha resultat ser un
tecnicisme per a fer que |'argument funcioni. Mirant la demostracié, perod, el més natural hagués estat
demanar que les interseccions de fins a quatre oberts U, fossin arcconnexes, perd hem aconseguit rebaixar
les hipotesis una mica fent el truc de pertorbar la quadricula. Una pregunta natural és si, amb un truc potser
més sofisticat, o amb una altra demostracié, es podria eliminar també la hipotesi que les interseccions de
cada tres oberts U, fossin arcconnexes. Pot resultar sorprenent que realment aquesta hipotesi si que és
necessaria.

Considerem I'espai X format per dos vértexs x, y units per tres arestes u, v, w (veure la Figura 4). Sigui
Uy I'obert format per tots els punts de X excepte un punt de v diferent de x, y. Analogament construim
U, I'obert format per tots els punts de X excepte un punt de v diferent de x,y. Observem que Uj i
U, satisfan totes les hipotesis del teorema de Seifert-van Kampen (triem punt base x € X): els dos sén
oberts, arconnexos, contenen el punt base x i la seva interseccié és arcconnexa (com que només tenim
dos oberts la condici6 que cada tres tinguin interseccié arcconnexa se satisfa trivialment). Observem que
vUw 22 S! és un retracte de deformacié de Ui, aixi que 71(Uy, x) = Z. Simétricament, uU w =2 St és un
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retracte de deformacié de Uy, aixi que m1(Us, x) = Z. A més, la interseccié Uy N U, és contractil, aixi que
m1 (Ui N Uz, x) = 11, per tant, N = 1. Concloem que m1(X,x) X Z+Z = F,.

D DT

Figura 4: L'espai X i els tres oberts Uy, Us, Us

Uz

Considerem ara un tercer obert Us format per tots els punts de X excepte un punt de w diferent de
x,y. Uz és obert arcconnex contenint x, i les seves interseccions amb U; i U, continuen essent arcconnexes.
Totes les hipotesis del teorema de Seifert-van Kampen se satisfan excepte una: Uy N U, N Uz no és arcconnex.
De forma analoga a com hem fet amb Uj i Us, tenim que m1(Us, x) =2 Z, i UyN Uz i UaNUs sén contractils.
Per tant, concloem igualment que N = 1 i, si el teorema de Seifert-van Kampen fos cert sense la hipotesi de
les interseccions triples, que 71(X, x) =2 Z x Z x Z = F3 2 F,, que es contradiu amb el que hem demostrat
a dalt. Per tant, el teorema de Seifert-van Kampen és fals si no demanem que les interseccions de cada tres
oberts U, siguin arcconnexes.

Exemple 1.32. Considerem una familia d’espais topologics {S }., tots homeomorfs a St, i triem un punt
Xo € S en cadascun d'ells. Definim I'espai \/,, S, com el quocient de la uni6 disjunta | |, St que identifica
els punts x, en un Gnic punt. Es a dir, és el quocient

\/Sl — LlaS(:Ez

on, donats x,y € |, Sk, estan relacionats per ~ si i només si x = y o bé x,y € {xa}a. El dotem
de la topologia quocient de la topologia unié disjunta de les S.. Es a dir, si 7: | ],SL — V,SL és la
projeccié al quocient, un conjunt U C\/, St és obert si i només si 771(U) interseca cada S, en un conjunt
obert. Si unim un nombre finit n = #{S,}. de circumferéncies, anomenem aquest espai el bouquet de
n circumferéncies; en general, si el conjunt de circumferéncies que enganxem té cardinal x, I'anomenem
bouquet de circumferéncies de cardinal k. Intuitivament, \/_ S} és I'espai format per una familia de St
enganxades per un sol punt, pero cal anar amb compte amb la seva topologia, com veurem en |'Exemple
1.33.

Figura 5: Bouquet de quatre circumferéncies
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Cada punt x, té un entorn obert W,, C S} del qual és retracte de deformacié (basta triar W,, com S},
menys un punt diferent de x,, per exemple). Per tant, \/, W, és un entorn de [x,] € \/,, S (la classe de
tots els x,) del qual [x,] és un retracte de deformacié. \/,, W, és arcconnex: podem unir qualsevol dels seus
punts a [xo] pel cami que segueix aquest cami durant la retracci6 de deformacié de cap a xp. Per a cada «,
considerem I'obert arcconnex U, := SL Vv Vs Wp. Per acada j, el punt xs és un retracte de deformacié
de Wp. Per tant, St és un retracte de deformacié de U,. La interseccié de qualssevol dos o més U, és
V., Wa, que ja hem justificat que és arcconnex i que té el punt [x,] € \/,, S per retracte de deformacis.
El teorema de Seifert-van Kampen aplicat al recobriment {U,} ens diu que 71 (\/,, Sk, [xa]) = [T Z. Per
tant, podem veure qualsevol grup lliure com el grup fonamental del bouquet de tantes circumferéncies com
el seu rang.

Exemple 1.33. L'arracada hawaiana es defineix com el conjunt E construit com segueix: sigui

1\2 1
Cr= (XvY)GRz (X_n> +y2:ﬁ

la circumferéncia de radi % centrada en el punt (% 0); prenem E := Un21 C, amb la topologia induida de
I'euclidiana de R?.

Figura 6: L'arracada hawaiana E.

Tot i que ho pugui semblar, |'arracada hawaiana no és homeomorfa al bouquet numerable de circumfe-
réncies. Amb la topologia que hi hem definit, el punt on s'uneixen totes les circumferéncies del bouquet té
un entorn obert contractil. En canvi, qualsevol entorn obert U del punt xo := (0,0) en E ha de contenir
totes les circumferéncies Cp per a N prou gran i, per tant, no pot ser contractil. Una manera de veure-ho
és considerant la retraccié ry: E — Cpy que és la identitat en Cp i envia totes les altres circumferéncies a
xo. Es senzill veure que ry és continua. Restringint-la a U, obtenim una retraccié de U a Cy. Per tant,
m1(U, x0) té un subgrup isomorf a 71 (Cp, xo) = Z, aixi que, en particular, no pot ser trivial, i U no pot ser
contractil.

Per tant, I'argument anterior no serveix per a demostrar que m1(E, x0) = [];5; m1(Cp, x0) = Fy,. De
fet, és fals. Una manera de veure-ho és que m1(E, xp) no és numerable, mentre que Fy, si que ho és,
en ser els seus elements paraules de longitud finita amb un nombre infinit numerable de possibles lletres.
Per a veure que m1(E, xp) no és numerable, construim una injeccié [],-;{0,1} — m1(E, x0). El conjunt
[1,>1{0,1} de paraules de longitud infinita en zeros i uns no és numerable, per I'argument diagonal de
Cantor, aixi que 71(E, x9) tampoc ho sera.

Denotem per v, el cami tancat en xp que dona una volta a C, en sentit antihorari. Ara, donada una
successi6 s = (ap) € [[,>1{0, 1}, construim un cami as: /| — E tancat en xp definint-lo com el cami
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n+1

as(1) = xp). Com que les circumferéncies C, es fan arbitrariament petites quan n — oo, és facil veure que
el cami as aixi definit és continu. Per tant, tenim una aplicacié [],~;{0,1} — m1(E, xo) que envia cada
s € [[,5110,1} a [as] € m1(E, x0).

Per a veure que és injectiva, suposem que s = (a,) # (bs) = t i vegem que [as] # [a¢]. Podem
suposar sense pérdua de generalitat que ay = 1 i by = 0 per a algun N. Tornem a considerar |'aplicacié
continua ry: E — Cy que és la identitat en la circumferéncia Cpy i envia totes les altres al punt xp. Ara, si
[as] = [cve], aleshores [ry o as] = (rn)«([es]) = (rv)«([eve]) = [rv © at] en 1 (Cn, x0) = Z. Perd [ry o o]
és trivial en m1(Cpn, x0) en ser ry o oy el cami constant en xp, mentre que [ry © as] és no trivial perqué
ry o as dona una volta sencera a Cpy, aixi que hem arribat a contradiccié.

constant en xg en l'interval [1 — % 1-— ﬁ sia, =0, icom~,en [1 — % 1-— si ap = 1 (i definim

Per tant, si m1(E, xp) fos lliure, la seva base hauria de ser no numerable. De fet, 71 (EE, x9) no és lliure,
sin6 que té una estructura forca més complicada. Es pot trobar una construccié explicita del grup 71 (E, xo)
i una demostracié que no és lliure a [dS92]. Un primer exemple de les anomalies que poden donar-s'hi és
que en operar dos elements hi poden haver infinites cancellacions. Posem g, := [v,] € m1(E, x0). Ja hem
justificat que (la classe de) el cami que dona una volta en sentit antihorari a cadascuna de les infinites C,,,
que podriem denotar per g1g2g3 - - -, és un element de 71 (E, x9). Podem pensar el seu invers com la paraula
infinita - - ~g3_1g2_1g1_1, corresponent a (la classe de) el cami que dona una volta en sentit horari a cada C,,,
perd comencant per les més petites. Aleshores, el producte gigogs------ gglgglgfl representa (la classe
de) un cami concatenat amb el seu invers, aixi que és trivial, perd realment no hi ha cap parell de sillabes
consecutives que siguin una la inversa de |'altra.

Pitjor encara, considerem la segiient construccié iterativa. Comencem amb

gig

i, a cada pas, afegim més cancellacions entre cada parell de sillabes consecutives inverses, perd fem els
indexs dels g; més grans a cada pas, de forma que la construccié final estigui representada per un cami
continu, aprofitant que les C, es fan arbitrariament petites:

) gl(ﬁ,fzg{i)(&gg’l)g{l o
g1(g2(e585 8686 )&y )(&3(g787 2385 )& &1

g1(82(g5(8085 *g10810" )85 "86(811811 812815 )85 )& ') (g3(87(813815 814814 )87 " 85(815815 816816 )85 1)&s )&i

Un cop identificat el grup m1(E, xp), es pot concloure que aquest producte és trivial (el motiu és que
és trivial a cada pas). Pero, com abans, no té parells de sillabes consecutives que siguin inverses entre si.
Ara, a més, les infinites cancel-lacions es van reproduint amb un cert caracter fractal dins el producte, fent
dificil veure on s'estan produint.
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2. Espais recobridors

Fins ara els Gnics espais per als quals realment hem calculat el grup fonamental sén els espais contractils.
Tota la resta d'exemples han depés del fet que m1(St, x0) = Z, propietat que hem justificat intuitivament
perd que no hem demostrat formalment. En aquesta seccié introduim els espais recobridors, que sén una
de les eines més importants per al calcul de grups fonamentals, i els utilitzem per a demostrar finalment
que el grup fonamental de la circumferéncia és Z.

2.1 Definicions i exemples

Definicié 2.1. Donat un espai topoldgic X, un espai recobridor de X és una parella (Xp) on X és un
espai topologic i p: X — X és una aplicacié continua satisfent que per a tot x € X existeix un entorn obert
U > x tal que p~1(U) és unié disjunta d'oberts U, « € A, de X de forma que p restringit a cadascun d’ells
és un homeomorfisme amb U. Es a dir, p~}(U) = ||, Ua, amb U, C X oberts tals que plg.: Ua = Ués
un homeomorfisme. Diem que un tal obert U queda uniformement recobert per p, i anomenem als oberts
U, capes de U per p. Al conjunt p~%(x) d'antiimatges d'un punt x € X I'anomenem la fibra de x.

Notacié 2.2. Fent abts de notaci6, ens referirem a I'espai recobridor ()~(p) directament per |'aplicacié
p: X = X.
Exemple 2.3. Donat qualsevol espai topologic X, I'aplicacié identitat id: X — X (o qualsevol homeomor-

fisme f: X — X de |'espai en si mateix) és trivialment un espai recobridor.

Exemple 2.4. L'aplicacié continua p: R — S! definida per p(s) = (cos27s, sin 27s) és un espai recobridor
de S'. Una manera de visualitzar aquesta aplicacié consisteix en interpretar-la com la composicié d'enviar
R a I'hélix de R3 parametritzada per s + (cos27s, sin 27s, s) amb la projeccié (x, y,z) — (x,y) de R3 a
R?, que envia I'hélix a S*.

Sl

-

Figura 7: L'espai recobridor p: R — S!

Anem a veure que I'obert U C S! format per aquells punts (x, y) € S amb x > 0 queda uniformement
recobert per p. El conjunt p~1(U) és el conjunt de punts s € R per als quals cos27s > 0. Per tant,

pr(U) = | (k—i,kJri),

keZ

on la unié és clarament disjunta. Escrivim Vi := (k — 1,k + ). L'aplicacié p restringida a cada interval
tancat V) és injectiva, ja que sin27s és estrictament creixent en aquests intervals. A més, pel teorema
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del valor intermig, p és exhaustiva entre V) i U. Com que V) és compacte i U és Hausdorff, p|7k és un
homeomorfisme entre Vj i U. Per tant, també p|y, és un homeomorfisme entre Vj i U.

De forma analoga es pot veure que els oberts de S definits per x < 0, y > 0i y < 0 també queden
uniformement recoberts per p. Per tant, com que cada punt de S! esta en algun d’aquests quatre oberts,
hem demostrat que R és un espai recobridor de S, amb I'aplicacié p definida a dalt.

Exemple 2.5. Fixat n enter positiu, p,: S! — S definit per p,(z) = 2", és un espai recobridor de S!, on
considerem S! com el subconjunt dels nombres complexos z € C amb |z| = 1. Intuitivament, p, enrotlla
St sobre si mateixa n vegades. Una manera de visualitzar aquest espai recobridor és pensar que deformem
St perqué doni n voltes a un cilindre de radi 1 i després projectem sobre la base del cilindre.

—e 3¢ %\% )
lpl lpz lpg
sy oy v

Figura 8: Els espais recobridors p,: S' — S! peran=1,2,3

De la mateixa manera que en I'exemple anterior, els quatre oberts de S! formats respectivament pels
punts amb part real positiva, part real negativa, part imaginaria positiva i part imaginaria negativa queden
uniformement recoberts per p,, i tot punt de S* pertany a algun dels quatre. Per exemple, si U és el conjunt

de punts de S amb part real positiva, aleshores
1 1
k— =, k+->
sc ( 1 + 4>}

i es demostra de forma similar a I'anterior exemple que p, és un homeomorfisme entre cadascun dels conjunts
de la unié disjunta i U.

n—1
Pt = | {e

k=0

Observacié 2.6. Si p: X — X és un espai recobridor, alehores és un homeomorfisme local entre X iX,
en el sentit que tot punt X € X té un entorn que p envia homeomorficament a un obert de X (és a dir,
existeix U > X obert tal que U := p(U) és obert i p|5: U — U & un homeomorfisme). Aixo és senzill
de demostrar per definicié. Intuitivament, és temptador pensar els espais recobridors com homeomorfismes
locals, perd cal anar amb compte, perqué la nocié d'espai recobridor és una mica més forta.

Per exemple, la mateixa projeccié6 p que a I'Exemple 2.4 perd restringida a Ry := (0, 00), és a dir,
p: R — S! donada per p(s) = (cos2ws,sin27s), és un homeomorfisme local (es demostra amb les
mateixes idees usades a I'Exemple 2.4) perd no és un espai recobridor, perqué el punt (1,0) € S! no té
cap entorn uniformement recobert. En efecte, tot entorn obert de (1,0) conté un altre entorn obert U de
(1,0) que és la intersecci6 amb S! d'una petita bola oberta de R? centrada a (1,0). Aquest U no queda
uniformement recobert: la seva antiimatge és la unié de petits intervals oberts V/,, al voltant de cada enter
n > 0 i un altre petit interval obert V4 de la forma (0,¢). L'aplicacié p és un homeomorfisme entre cada
Vp, n> 0,1 U, perd no ho és entre Vg i U (per exemple, (1,0) € U no té cap antiimatge en V).

Donat un espai recobridor, podem considerar el nombre d'antiimatges de cadascun dels seus punts.
Aquest nombre podria dependre a priori del punt x € X considerat, perd els anteriors exemples semblen
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indicar que no ho fara. Es clar, perod, que perqué el nombre d'antiimatges no depengui del punt cal demanar
com a minim que |'espai X sigui connex: si no, podriem recobrir independentment cada component connexa,
i el nombre d'antiimatges dels punts de cadascuna podria ser diferent. Per exemple, podriem construir un
espai recobridor p: ST LUS! — ST U'S! de la unié disjunta de dues circumferéncies que en una d’elles fos el
pn construit a I'Exemple 2.5 i, en I'altra, un altre p,,, amb m # n. Clarament, el nombre d'antiimatges no
és el mateix en tots els punts: canvia d'una component connexa a l'altra. Anem a veure, perd, que, de fet,
que X sigui connex ja és suficient perqué el nombre d'antiimatges de tots els punts sigui el mateix:

Lema 2.7. Donat un espai recobridor p: X — X, amb X connex, el cardinal de la fibra p_l(x) no depén
del punt x € X.

Demostracié. El conjunt de punts x € X tals que la seva fibra p~!(x) té un cardinal concret és obert en X.
En efecte, donat x € X, existeix un entorn obert U 3 x tal que p~*(U) = | |,ca Ua, on Plg. : Ua— U
sén homeomorfismes. Per tant, el cardinal de p~*(y) per a cada y € U és el mateix, #p~*(y) = #A: hi
ha exactament una antiimatge de y en cada U, perqué els p|; sén homeomorfismes i no n'hi ha cap fora
dels conjunts Ua perqué p~1(U) = Laca U,. Hem trobat doncs un entorn obert de x tal que el cardinal
del conjunt d'antiimatges de cadascun dels seus punts és el mateix.

Ara bé, si per a cada possible cardinalitat x escrivim V, := {x € X | #p~*(x) = x} el conjunt de punts
amb x antiimatges, tenim que X = | |, V... Només un d’aquests V,; pot ser no buit: altrament, suposem
que Vi,, Vi, # 0, amb k1 # ka. Aleshores, X = V,;, U (Umé,_il VH) és una separaci6 de X, perqué cada
V. és obert, i la unié arbitraria d'oberts és oberta, i V; i Uwéﬁ1 V., D Vj, sén no buits. Perdo X és, per
hipotesi, connex, aixi que hem arribat a contradiccié. Concloem doncs que V,. = () per a tot k excepte per a
una sola cardinalitat, posem kg. Per tant, X = V,, o, el que és el mateix, p_l(x) té la mateixa cardinalitat
Ko per a tots els punts x € X. O

Per tant, podem fer la definicié segiient:

Definicié 2.8. Anomenem grau d'un espai recobridor p: X — X d'un espai topologic X connex al cardinal
de p~%(x), per a x € X un punt qualsevol.

Introduim ara el concepte d'isomorfisme d'espais recobridors.
Definicié 2.9. Un isomorfisme entre dos espais recobridors p;: )~<1 — X, po: )~<2 — X de X és un

homeomorfisme f: Xl — 22 que fa commutar el diagrama

X1—>X2

N

Diem que dos espais recobridors p1: X1 — X, p2: X2 — X sén isomorfs si existeix un isomorfisme entre
ells.

Observacié 2.10. Es facil comprovar que la commutativitat del diagrama és equivalent al fet que f envii
prt(x) a py!(x) per a cada x € X. Per tant, un isomorfisme d’espais recobridors és un homeomorfisme

entre els espais X1 i X5 que respecta les fibres de tots els punts x € X. En particular, si f és un isomorfisme
d’espais recobridors, també ho és f~1 i, per tant, |'isomorfia d'espais recobridors és una relacié d'equivaléncia.
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Exemple 2.11. Qualsevol espai recobridor trivial p: X — X (és a dir, amb p homeomorfisme) és isomorf
aid: X — X. En efecte, podem prendre f = p a la definici6. Per tant, tots els espais recobridors trivials
sén isomorfs entre si.

Observacié 2.12. El grau d'un espai recobridor és un invariant isomorfic. En efecte, siguin p; : X1 — X,
p2 X2 — X espais recobridors isomorfs i f: X1 — X2 un isomorfisme entre ells. Donat x € X, f envia

1(x) a pyt(x ) i, com que f és un homeomorfisme, indueix una bijeccié p; 1(x) = py(x). Per tant, els
cardinals de p; 1(x) i p5 }(x) han de coincidir, és a dir, p;: X1 — X i p2: X2 — X han de tenir el mateix
grau.

En particular, observem que podem tenir espais recobridors p;: X1 — X, P X> — X no isomorfs
encara que X1 i X5 siguin homeomorfs. Per exemple, tots els espais recobridors dels Exemples 2.4 i 2.5 sén
no isomorfs, perqué tenen graus diferents, encara que tots els de I'Exemple 2.5 sén espais recobridors de S*

1
per S+.

2.2 Lema d’aixecament d’homotopies

La propietat més distintiva dels espais recobridors és que ens permeten, donat un cami ~ en |'espai original
X, construir un cami 5 en X que es projecti per p en el cami original, és a dir, tal que poy = . Diem en
aquest cas que 7 és un aixecament de . Aquest aixecament serd Gnic sempre que fixem un punt Xg € X
que es projecti per p en el punt inicial del cami i imposem que I'aixecament hagi de comencar en aquest
punt.

Per exemple, considerem I'espai recobridor p: R — S* de I'Exemple 2.4 i el cami v en St = {(x,y) €
R | x2 + y? = 1} que comenca en el punt (0,1) i dona dues voltes senceres a la circumferéncia en sentit
antihorari i a velocitat constant. Per a cada n € Z C R, el cami en R que va de n a n+ 2 a velocitat
constant és un aixecament de . Observem, perd, que, per a cada punt n € Z = p~1(0,1), només un
d'aquests aixecaments de v comenca en n, de forma que no es contradiu la unicitat enunciada a dalt.

Anem a veure que, de fet, no només podem aixecar camins, siné també altres aplicacions amb imatge en
X. El significat concret d'aixecament és el segiient. Al llarg de tota aquesta secci6, Y és un espai topologic
arbitrari llevat que es digui el contrari.

Definicié 2.13. Donat un espai recobridor p: X = Xi una aplicacié continua f: Y — X, diem que una
aplicacié continua f: Y — X és un aixecament de f sipof = f.

A continuacié enunciem i demostrem el lema d'aixecament d’homotopies, que ens diu que camins i, més
en general, homotopies entre aplicacions Y — X sempre es poden aixecar. A més, si fixem |'aixecament de
la primera aplicacié de I'homotopia, |'aixecament és anic:

Lema 2.14 (d'aixecament d’homotopies). Donat un espai recobridor p: X — X, una homotopia F: Y x
| — X i una aplicacié continua fo: Y — X que aixeca F(-,0): Y — X, existeix una tnica homotopia
F:Y x1— X que aixeca F i tal que F(-,0) = fo.

Observacié 2.15. Si prenem Y que sigui un punt, el lema ens esta dient que, donat un cami vy: | — X'i
un punt Xo € p~1(7(0)), aleshores existeix un tGnic cami ¥: | — X que aixeca 7 i comenga en Xg. Aixd
és el que avancavem al comencament de la seccié. En particular, per unicitat, els aixecaments de camins
constants necessariament han de ser camins constants.

Observacié 2.16. Suposem que tenim dos camins g, v1: | — X tals que v9 ~ 71, és a dir, que existeix
una homotopia de camins F: | x | — X entre ells. En particular, tenen els mateixos punts inicial i final,
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diguem xp, x1 € X, respectivament. Sigui xo € p~1(x0) C X. Per I'Observacié 2.15, podem considerar
els aixecaments 7y, 7;: | — X comengant en xp. Utilitzant el Lema 2.14 amb Y = / podem aixecar F
a una homotopia F: [ x | — X entre 7 i F( 1), que és un aixecament de 7;. Observem que, en ser
F una homotopia de camins, tenim que F(0,-), F(1,-): | — X sén camins constants (concretament, s6n
Cx, | Cx;). Per tant, per I'Observacié 2.15, els seus aixecaments, F(0,-), F(1,-), també sén constants. En
particular, F és una homotopia de camins entre 7 i F( 1) i el punt inicial de F( 1) ha de ser doncs Xjp.
Per unicitat dels aixecaments de camins, F(-,1) = ;. Per tant, concloem que F és una homotopia de
camins entre v i vy i, doncs, que Yo ~ ;.

En resum, donats dos camins 7o, v1: | — X tals que 7o ~ 71 (i que, per tant, tenen els mateixos punts
inicial i final x, x1 € X, respectivament), els seus aixecaments (comengant en un mateix punt Xo € p~*(xo))
sén també camins homotops: 7y ~ 7 (i, en particular, tenen el mateix punt final 74(1) = 71(1)).

Demostracis. Demostrem en primer lloc I'existencia. Prenem yo € Y arbitrari i anem a trobar un obert
N > yp on puguem definir un aixecament FN N x| — X de F|nxi. Després haurem de justificar que
podem enganxar aquests aixecaments per a construir un aixecament F:Y x1 — X de tota I"aplicacio
F:YxIl—X.

Fixem t € | i considerem U > F(yo,t) un obert de X uniformement recobert: p~1(U) = ||, Ua,
on p|0a: Ua — U sén homeomorfismes. Per continuitat de F, existeix un obert Ny x Vi 35 (yp, t) amb
F(N; x V;) C U, on V; és un entorn obert de t en /, i podem suposar-lo un interval V; = (t — &, t + &;),
amb g; > 0 (V; és la seva adheréncia). Construim aquest obert N; x V; per a cada punt t € /. Com
que {yo} x I és compacte, un nombre finit d'aquests oberts N; x V; sén suficients per a recobrir {yp} x /.
Triant N com la interseccié finita dels corresponents oberts N, i to, ..., tm €els extrems (en ordre creixent)
dels corresponents intervals Vi, hem trobat una partici6 0 = tg < t; < --- < t,, = 1 de [ tal que per a
cada / es té que F(N X [ti, tit1]) esta contingut en algun obert U C X uniformement recobert per p. Per
acadai=0,...,m anomenem U; aquest obert.

Construirem FN NxI — X que alxeqw F|NX/ definint-la inductivament en cada N x [0,¢]. A

I"aixecament definit en N x [0, t;] li direm F,, aixi, F m sera la FN que volem construir. Per hipotesi, podem
definir Fo: N x {0} — X com Fo(y,0) = fo( ) i obtindrem una aplicacié continua que aixeca F|yx{o}-
Aixi queda demostrat el cas base.

Suposem per induccié que tenim definit un aixecament Fi: Nx [0, t;] — X de Flnxpo,e1: Nx[0, ti] — X
i vegem com estendre’l a un aixecament F;+1: N x [0, tiy1] — X de Flnxiota): N x [0, tiy1] — X. Per

construccié, F(N x [ti, tiy1]) € U;. Per hipotesi d'induccié, ja tenim definit F;(yo, t;), i satisfa que
p(Fi(yo. ti)) = F(yo.t) € U;, aixi que Fi Q’o: € p~1(U;). Com que U; esta uniformement recobert,
existeix un obert U; € X amb F;(yo,t;) € U; i tal que p|U U; — U; és un homeomorfisme.

Ara definim Fi 1: N x [0, tis1] — X com

Fi(y. t), sitel0 ],
(Plg) M (Flnxig) (v 1), sit € [t tipa].

’Ei+1(y1 t) = {

Clarament p(Fi1(y,t)) = F(y.t), i és continua pel lema d’enganxament. En efecte, les defini-
cions coincideixen a la intersecci6 dels dos trams (tancats) perque, per hipotesi d'induccié, F(y,t;) =
p(Fi(y. t)) = plg (Fi(y, ti)), on I'Gltima igualtat té sentit si prenem la precaucié de fer N prou petit per
tal que F,-(N x {ti}) € U, Podem fer-ho perque, en ser F,— continua, també ho és F,( tj). Per tant,
I'antiimatge per F;(-, t;) de U; sera un obert de N x {t;}, aixi que sera de la forma N’ x {t;}, amb N’
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obert en N. Com que N és obert en Y, N’ sera també obert en Y. Si redefinim N com N’ tenim que
Fi(N x {t;}) C U;, com volem. Per tant, ja hem demostrat que F(y, t;) = p|U( i(y, ti)), i composant a

ambdos costats per (p| ~,) s'obté que les definicions en cada tram coincideixen en la interseccié dels dos.
Notem que a cada pas de la induccié 'obert yp € N C Y tal que tenim definida F;en N x [0, t;] es pot

fer més petit. Com que la induccié acaba en un nombre finit de passos, pero, al final encara sera un obert
de Y que contingui yp.

Per tant, per a cada Yo € Y hem trobat un obert N, > yo i hem pogut construir una aplicacié
continua FN t Ny x| — X que aixeca F\Ny %11 Ny, x I — X. Voldriem definir F:Y x| — X com
IE(y, t) = F’Vyo (y.t)siy € Ny,. Pero per tal de fer-ho ens cal comprovar que F/\/y0 i FNy, donen les mateixes

— 0
imatges en els punts d'interseccié de Ny, x [ i Nys x 1. Si ho veiem, la F definida com a dalt estara ben
definida i sera continua, pel lema d'enganxament.

Per a veure-ho, anem a comprovar que hi ha un anic possible aixecament de cada segment vertical {y} x/,
y € Y, enviant (y,0) a fo(y). Aixo ens dira que Fy, i Fn,, han de coincidir en els punts d'interseccié de

0 ~ ~
Ny, x I'i Ny x I, com volem. A més, obtindrem automaticament que |'aixecament F: Y x | — X és Gnic,
i haurem acabat la demostracié.

Suposem doncs que tenim F F. {y} x I = X dos aixecaments de Flyysi: {y} x I — X amb
~ ~ ~/

F(y,0) = fo(y) = F (y,0). Vegem que han de coincidir en tot {y} x /.

Com abans, triem una partici6 0 = tp < t1 < --- < tyn, = 1 de [ tal que per a cada i tinguem
que F({y} x [ti, tix1]) € U; per a algun obert U; C X uniformement recobert. Vegem per induccié que
~ ~1
Flyaxioe] = F l{y}xjo,t] peratot i =0,...,m; pera i = t, =1 és el que volem acabar demostrant. El
cas base és cert, perqué estem suposant que F(y 0) = IE/(y 0). Suposem per induccié que F‘{y}x[o g =
~, . ~
F liyyx[0.6) 1 vegem que Fliyx0,6,1] = F l{y1x[0.t:11]- Com que {y} x [ti, ti1] és connex i F és continua,

també ha de ser connex F({y} x [t;, tiy1]). Per tant, ha d'estar totalment contingut en una i només una
de les capes de U;. Posem doncs que F({y} x [ti, tiy1]) C U;, on p|U i — U; és un homeomorfisme.

Analogament FI({y} X [ti, tit1]) també esta contingut en una i només una de les capes de U;. Com
que, per hipotesi d'induccié, F(y, t) Fl(y t;), han d'estar continguts en la mateixa, és a dir Ui. Ara, p
és injectiu restrmglt a U i, com que F i F' sén aixecaments de F, tenim que po F=F= poF Concloem
per tant que F i F' han de coincidir en tot {y} % [ti, ti+1]. Aleshores, per hipotesi d'induccié, coincideixen
en tot {y} x [0, tiy1].

Deduim per induccié que F i F han de coincidir en tot {y}x11i, per tant, hem acabat la demostraci6. [

2.3 Aplicacions del lema d’aixecament d’homotopies

Com a aplicacié del lema d'aixecament d’homotopies, anem a veure que el subgrup p*(7r1()~<,>?o)) <
m1(X, xp) conté molta informacié sobre I'espai recobridor p: (X, xp) — (X, x0) (i, reciprocament, conegut
I'espai recobridor, podem saber moltes coses d'aquest subgrup).

En primer lloc, la classe d'isomorfisme del subgrup coincideix amb la del grup fonamental de I'espai
recobridor:

Proposicié 2.17. Donat un espai recobridor p: (X, Xo) — (X, xo), el morfisme induit en els grups fonamen-
tals p,: m (X, Xo) — m1(X, x0) és injectiu. En particular, 71(X,Xo) és isomorf al subgrup p.(m1(X, %))
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de 7T1(X, Xo).

A més, els elements de p.(m1(X, x0)) < m1(X, x0) s6n exactament les classes de camins en X tancats
en xg tals que el seu aixecament a X comencant a X és tancat en Xj.

Demostracié. Comencem veient que p, és injectiva. Prenem [¥] € ker p, i hem de veure que 7 ~ cz, en
X . Per hipotesi, [p o] = p«([7]) = [cx]- Per tant, hi ha una homotopia de camins F: | x | — X entre
po~ iel cami constant c,. Per I'Observacié 2.16 podem aixecar aquesta homotopia de camins en X a una
homotopia de camins en X entre I'Gnic aixecament de p o4 comencant a Xg, que és 7, i I'inic aixecament
de c,, comengant a X, que és cz,. Concloem que ¥ ~ cz,, com voliem.

Demostrem la caracteritzacié dels elements de p,(71(X, x0)) < m1 (X, xo)

Si [7] és la classe d'un cami v: | — X tal que el seu aixecament a X comencant a Xg és un cami
J: 1 — X tancat en X, tenim que [§] € m1(X, Xo) (per definicié de grup fonamental) i que v = po 7y (per
definici6 d'aixecament). Per tant, [y] = [po 7] = p«([7]) € p«(m1(X, X0))-

Reciprocament, suposem que [7] € p(m1(X, x0)). Aleshores, existeix algun 0: / — X tancat en X9
tal que [y] = p«([0]) = [p o d]. Per tant, hi ha una homotopia de camins F: /| x | — X entre v i pod
que, per I'Observacié 2.16, podem aixecar a una homotopia de camins entre |'Gnic aixecament ¥ de v a X
comencant a xg i |'Gnic aixecament de p o ¢ 5 comencant a Xp, que &s 5. En particular, 7 i & han de tenir el
mateix punt final, que serd X, donat que 5 € 7r1(X Xp). Per tant, 4 és tancat en X, que és el que haviem
de veure. O

D’altra banda, I'index del subgrup coincideix amb el grau del |'espai recobridor:

Proposicié 2.18. Sigui p: (X,Xo) — (X, x0) un espai recobridor amb X i X arcconnexos. Aleshores, el
grau de I'espai recobridor coincideix amb I'index de p.(m1(X, X0)) en m1(X, x0).

Demostracio. Escrivim H := p,(m1(X,Xo)) i ™)

m1(X, %)
H

el conjunt de classes laterals per la dreta de H.
Considerem |'aplicaci6 ¢: — p~(xo) donada per (H[]) = 7(1), on 7 és I'aixecament de v a X
comencgant a xo. Anem a veure que és bijectiva, d'on conclourem el resultat.

Comencem comprovant que esta ben definida. Com que [y] € m1(X, x0), el cami ~y és tancat en xg, és a
dir, v(1) = xo. Com que 7 és un aixecament de v, deduim que 7(1) € p~!(xp). D’altra banda, suposem que
H[y] = H[] i comprovem que ¥(1) = 7'(1). Per hipdtesi, existeix [§] € H tal que [y] = [§]['] = [0 * 7]
Per la Proposicio 2 17, sabem que |'aixecament 5des comencant en Xo sera tancat en xg. Per tant, la
concatenacié & * 7' esta ben definida i sera I'aixecament 5% ~' de 0 * v/ comencant en Xg. En part|cu|ar
5*7( ) = 7'(1). A més, sabem que [y] = [§ x 7], aixi_que, per I'Observaci6 2.16, 7 =~ 5*7 En

~/

particular, tenen el mateix punt final i, per tant, ¥(1) = d /(1) = 7'(1), que és el que voliem.

L'exhaustivitat de ¢ prové del fet que X sigui arcconnex. En efecte, donat X € p~(xg), podem trobar
un cami 4 de Xp a x. Si posem v := p o7, tenim que ~y és tancat en xp (d'on [y] € m1(X, x0)) i que ¥ és
I'aixecament de v comengant en xg. Per tant, ¢(H[v]) = (1) = X.

Pel que fa a la injectivitat, observem que si ¢(H[y1]) = ¢(H[72]), tenim que els aixecaments 7y, 7,
tenen el mateix punt final i podem per tant definir la concatenacié 7, *7,, que sera un cami tancat en Xo.
Perd 77 x 7, és |'aixecament de 71 * 7 comengant a xo. Com que és tancat en Xg, la Proposicié 2.17 ens
permet concloure que [y1][72] = [v1 * 72] € H i que, per tant, H[v1] = H[72]. O

Aquesta propietat ens permet demostrar finalment que el grup fonamental de S! és Z.
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Teorema 2.19. 71(St, x0) = Z per a qualsevol punt base xy € S*.

Demostracié. Es clar que el grup fonamental no dependra (llevat d'isomorfisme) del punt base considerat,
perqué St és arcconnex.

Prenem xp = (1,0) € S! i considerem I'espai recobridor p: (R, 0) — (S!, xg) de I'Exemple 2.4. Sabem
que R és simplement connex, aixi que m1(R,0) = 1 i, per tant, també p.(m1(R,0)) = 1. Observem
també que p~!(xp) = Z C R. Per tant, la Proposicié 2.18 que venim de demostrar ens diu que I'aplicacié
@: m1(St, x0) — Z donada per [y] — (1) és una bijeccié (denotem per ¥ I'aixecament del cami v: | — S?
a R comencant en 0 € R). Per a concloure el resultat basta comprovar que és un morfisme de grups.

Prenem doncs [1],[0] € m1(S!, x0) i siguin 7,6 els seus aixecaments a R comencant a 0. Siguin
n=7(1)im=5(1); és a dir, o([7]) = ni ¢([0]) = m. Considerem ara eI cami 3 : | — X definit per
g/(s) = n+0(s). Com que p(n+ x) = p(x) per a tot x € R, el cami 5’ és un altre aixecament de 4,
perd comencant a n € R. Com que 4 acabava en n, podem construir el cami 7 x 5. 1 = R. Clarament és
I'aixecament de v % J a R comengant en 0, i té punt final (5~,(1) = n+ m. Per tant, concloem que

(] = [00) = 78" (1) = n+ m = w([3]) + ([o))

i que ¢ és un morfisme de grups. O
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3. Classificacié d’'espais recobridors arcconnexos

La relacié entre espais recobridors arcconnexos d'un espai arcconnex X amb punt base xg i subgrups del
grup fonamental 71 (X, xp) via |'assignacié

[p: (X, X0) = (X, x0)] — p:(m1(X, X0))

és molt més profunda.

Concretament, a part que el grup p,(m1(X, Xo)) tingui la classe d’isomorfisme de 71 (X, Xo) i index el
grau de I'espai recobridor, com acabem de demostrar a la secci6 anterior, sota certes hipotesis técniques,
I'assignacié de dalt indueix una bijeccié entre els subgrups de m1(X, xo) i els espais recobridors arcconne-
xos p: (X,X0) — (X,x0) modul isomorfisme d’espais recobridors enviant punts base a punts base. Es
a dir, d'una banda, per a cada subgrup H de m1(X, xp) existeix un espai recobridor arcconnex tal que
p«(m1(X, Xx0)) = H. D'altra banda, donats dos espais recobridors arcconnexos que donin lloc al mateix
subgrup, han de ser isomorfs enviant el punt base d'un al punt base de I'altre. D’alguna manera, aixo ens
esta classificant els espais recobridors arcconnexos de X: n'hi ha un (modul isomorfisme d’espais recobridors
enviant punts base a punts base) per cada subgrup de 71 (X, xo).

A més, si el subgrup (p1).(m1(X1,X1)) associat a un espai recobridor arcconnex pi: (X1,%1) —
(X, xp) esta contingut en el subgrup (p2)«(m1(X2,x2)) associat a un altre espai recobridor arcconnex
p2: (X2,x2) — (X, x0), resulta que (X1,x1) és un espai recobridor de (X2, x2), en el sentit que existeix
p: (X1,x1) — (X2, x2) satisfent la Definicié 2.1 d'espai recobridor i tal que ppop = p1, és a dir, enviant la
fibra per p; de cada punt x € X a la seva fibra per pp. Es a dir, la bijeccié inverteix els ordres dels conjunts,
on l'ordre en els subgrups de 71(X, xp) és el de la inclusi6 i I'ordre en els espais recobridors arcconnexos
correspon a estar un espai recobridor recobert per un altre en el sentit de dalt. Aixd és molt reminiscent de
la teoria de Galois i la correspondéncia entre extensions de cossos i subgrups del grup de Galois.

En aquest capitol formalitzem i demostrem totes les afirmacions anteriors. Primer demostrem |'exhaus-
tivitat de |'assignacid, és a dir, per a cada subgrup de 71(X, xp), trobem un espai recobridor arcconnex que
tingui aquest subgrup per subgrup associat. Per a fer-ho ens caldra demanar algunes propietats técniques
als espais involucrats. Després ens dedicarem a la injectivitat, és a dir, a demostrar que |'espai recobridor
arcconnex que haguem construit per a cada subgrup H < m1(X, xo) és tnic llevat d'aquesta relacié d'iso-
morfisme d'espais recobridors enviant punts base a punts base. Per a fer-ho ens caldran abans un parell de
lemes técnics d'aixecament d'aplicacions. Finalment, podrem enunciar la bijeccié i la propietat d'inversi6
dels ordres, que sera gairebé immediata a partir del que ja haguem demostrat.

3.1 Existéncia d’espais recobridors

Comencem demostrant que |'assignacié és exhaustiva, és a dir, que per a cada subgrup de 71(X, x0), podem
trobar algun espai recobridor arcconnex p: (X, xo) — (X, x0) tal que p.(m1(X, Xo)) sigui aquest subgrup.

Exemple 3.1. Considerem els espais recobridors (arcconnexos) de S' dels Exemples 2.4 i 2.5. Sabem que
m1(SY, (1,0)) = (a) = Z, on a és la classe del cami y(t) = (cos2rt,sin27t) que dona una volta a S!;
els seus subgrups sén (a"), per a n > 0. Per a I'espai recobridor p: (R,0) — (S!,x0) de I'Exemple 2.4
(on xg := (1,0) € S1), el subgrup p.(m1(R,0)) associat és clarament el trivial, perqué R és simplement
connex. Per als espais recobridors p,: (S',xg) — (S!, xo) de I'Exemple 2.5, sabem que els subgrups
(pn)+(m1(St, x0)) associats sén isomorfs a 71(St, x0) = Z, per la Proposicié 2.17, perdé podem calcular
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exactament quins subgrups de (a) sén. En efecte, per a cada n > 1, (p,)«(71(S*, x0)) és el subgrup generat
per (pn)«(a) € m1(S, x0). Perd (pn)«(a) és clarament la classe del cami que dona n voltes a S, és a dir
a". Per tant, (pn)«(m1(St x0)) = (a").

Per tant, en el cas de X = S! és cert que I'assignacié és exhaustiva, aixi que tenim esperances que ho
sigui també en general, com a minim si |'espai és “prou bo".

Donat H < m1(X,xp), busquem un espai recobridor arcconnex p: ()~<,>?0) — (X, xp) tal que
po(m1(X,X0)) = H. El cas més senzill és quan H = m1(X,x0). En aquest cas, és clar que I'espai re-
cobridor trivial id: (X, xo) — (X, x0) té per grup associat H = m1(X, xp) (i és un espai recobridor arcconnex
perqué estem suposant que X és arcconnex). Considerem ara el segiient cas més simple: busquem un
espai recobridor arcconnex tal que el seu grup associat sigui el trivial: p,(m1(X, X0)) = 1. Com que p, és
injectiva, aixo és el mateix que demanar que 7r1()~<,)70) = 1. Com que també estem demanant que X sigui
arcconnex, el que estem buscant és un espai recobridor simplement connex.

Per a trobar-lo ens cal imposar unes certes condicions a I'espai X. Tota I'estona estem suposant que X
és arcconnex. A més, ens restringirem a espais que siguin també localment arcconnexos:

Definicié 3.2. Diem que un espai topoldgic X és localment arcconnex si per a cada punt x € X i cada
entorn obert x € U C X existeix un entorn obert arcconnex de x totalment contingut en U, és a dir, existeix
V C X obert arcconnex amb x € V C U.

Finalment, ens cal una altima condici6 técnica per a I'espai X:

Definicié 3.3. Diem que un espai topoldgic X és semilocalment simplement connex si per a cada punt
x € X existeix un entorn obert U > x tal que ix(m1(U, x)) =1, on iy: m1(U, x) — m1(X, x) és el morfisme
induit per la inclusié i: U — X.

Sota aquestes hipotesis ja podem demostrar el teorema segiient:

Teorema 3.4. Sigui X arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex. Aleshores,
existeix un espai recobridor p: (X, xg) — (X, xo) simplement connex.

Demostracié. Definim X com el conjunt de classes d’homotopia de camins en X comencant a xg, és a dir,
X :={[7] | v: | = X continua amb 7(0) = xo},

on [v] denota la classe d'"homotopia de y: | — X com a cami en X.

Definim p: X — X com p([7]) = (1), que esta ben definida perqué dos camins homotops tenen el
mateix punt final (per definicié d’"homotopia de camins).

Hem de definir una topologia en X que faci que p: X = X sigui un espai recobridor i que X sigui
simplement connex. Ho farem construint-ne una base, que definirem a partir d'una base de la topologia de
X.

Considerem el conjunt d'oberts de X segiient:
U={UC X | U obert, arcconnex i i,(m1(U)) = 1},

on iy: m(U) — m1(X) és el morfisme induit per la inclusié i: U — X. Ometem els punts base en els grups
fonamentals de U i X perqué sén arcconnexos i, per tant, que el grup fonamental sigui trivial no en depén.
Afirmem que U és una base de la topologia de X. Cal veure que:

33



Grup fonamental i espais recobridors

e Donat x € X i V 3 x un obert de X, existeix U € U tal que x e U C V.

En efecte, com que X és semilocalment simplement connex, existeix U; > x obert de X tal que
ix(m1 (U1, x)) = 1. Aleshores, U; NV també és obert i, com que X és localment arcconnex, existeix
un altre obert arcconnex U, amb x € Uo C U1NV C V. A més, i(m1(Uz, x)) Ci(m(UiNV,x)) C
i(m1(Ur, x)) = 1, aixi que ix(m1(U2, x)) = 1. Per tant, hem trobat un U := U, € U tal que
x € U C V, com voliem.

e Donats U, Vel ,xe UNV, existeix W el talquexe W Un V.

En efecte, UN V és un obert de X i, com que X és localment arcconnex, existeix U; obert arcconnex
tal que x € Up C UN V. A més, i,(m (U1, x)) C ix(m(UNV,x)) C i(m(U,x)) =1, aixi que
ix(m1(Uy, x)) = 1 i, per tant, ja hem trobat W := U; € Y amb x €¢ W C UN V, com voliem.

Per tant, U és una base de la topologia de X. Anem a definir una base per a una topologia de X a
partir d'aquest U. Definim, pera [y] € X i U € U amb (1) € U, el segiient subconjunt de X:

B([7], U) :={[y*n] | n: I — U amb n(0) = ~(1)}.

El conjunt B([v], U) esta format les classes d'homotopia dels camins en X que es poden obtenir allargant
~ amb un cami que no se surti de U. Observem que B([y], U) esta ben definit, és a dir, no depén del
representant de [y] que triem. En efecte, si v ~ +/, aleshores v(1) = ~/(1) i, per a cada n: | — U amb
7(0) = (1) = 7/(1), tenim que 7+ 7 = 7'+

Afirmem que els conjunts B([], U) amb [y] € X, U € U, U > ~(1), s6n base d’alguna topologia en X.
Abans de demostrar-ho observem la segiient propietat dels conjunts B([v], U) :

V1€ B(h]. U) <= B([1.U) = B(IW']. V) (1)

En efecte, de dreta a esquerra és immediat perque [y'] = [y * cy/(y] € B([7'], U). Reciprocament, si

[7'] € B([7], U), tindrem que [y'] = [y *xn] per a algun n: | — U. Per tant, tot element de B([y'], U) sera

de la forma [y x 0] = [y *nx 6], amb §: | — U, i sera per tant de B([y], U); i viceversa, tot element de
B([7], U) sera de la forma [y ] = [y« d], amb 6: | — U, i sera per tant de B([7'], U).

Ara ja podem demostrar que els conjunts B([], U) amb [y] € X, UelU, U> ~(1) sén base d'alguna
topologia en X. Escrivim U := {B([y],U) | [y] € X, U €U, U3 ~(1)}. Hem de veure dues coses:

e Donat [y] € X, existeix algun element de u que el conté.

En efecte, basta prendre B([4], U) € U amb U € U contenint v(1) € X. | aixo ho podem aconseguir
perqué U és una base de la topologia de X.

e Donats B([y], U), B([Y], U') € U i "] € B([y], U) N B([y], U'), existeix B([8], V) € U tal que
[v"] € B([4]. V) € B([2]. U) n B([v'], U').
En efecte, com que U és una base de la topologia de X, podem trobar V € U tal que v"(1) € V C
UN U Ara, tenim que [1'] € B(1"], V) € B(1"], U) 1 B(R"], U') = B(P], U) N B(R], U'), on
a I'dltima igualtat estem utilitzant (1). Per tant, ja hem trobat el B([4], V) := B([y"], V) € U que
voliem.

Per tant, ja tenim una topologia definida a X: la generada per la base U. Ara hem de veure que, amb

aquesta topologia, X amb I'aplicacié p: X — X definida per p([y]) = (1) és un espai recobridor, i que X
és simplement connex.
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Per a veure que p: X — X és continua, com que U és base de X, basta veure que p~1(U) és obert
per a tot U € U. Pero, donat U € U, es té que p~1(U) = Uy yeu B([7], U), que és unié d'oberts de X |,

doncs, també obert de X.

Vegem que p: X — X és un espai recobridor. Donat x € X, com que U és base, podem trobar
x € U € U. Afirmem que p~1(U) es pot posar com a unié disjunta d’oberts de X tals que p restringida
a cadascun d'ells dona un homeomorfisme amb U. En efecte, tenim que p~%(U) = Uyyeu B U) =
Ll (1yeu B(I7] U), on podem posar I'dltima unié disjunta perqué dos conjunts B([y], U) i B([y']. U) o be
son iguals o bé sén disjunts, per (1).

Ara ens cal comprovar que p|g(j,1.uy: B([7], U) — U és un homeomorfisme.

e p és continua, perqué és restriccié de p, que ja hem vist que ho és.

e Es exhaustiva perque, en ser U un element de U, és arcconnex, aixi que, donat x € U, hi ha un cami
n: 1 — U amb n(0) = v(1), n(1) = x, i tenim que x = p([y * n]), amb [y xn] € B([7], U).

e Per a veure que és injectiva, prenem [y'], [Y"’] € B([7]. U), suposem que p([7']) = p([7"]). és a dir,
que 7'(1) =~"(1), i vegem que [y'] = [¥"], és a dir, que 4" i 4" s6n homotops per una homotopia en
X. Com que [¥'],[7'] € B([7], U), podem posar [¥'] = [y * 7], [¥'] = [y *n"] amb o/, n/": | — U,
7'(0) = 7"(0) = (1) i (1) = (1) = v'(1) = 4"(1). Tenim que i’ * " és un cami tancat en (1)
totalment contingut en U. Per tant, com que ix(m1(U)) = 1, tenim que 7/ * 0" ~ c,(1), on ~ denota
la relacié d’homotopia de camins en X, de forma que ' ~ " i, per tant, ¥/ >~y xn/ ~~v*n" ~4".
Aixi, [v'] = [y"], com voliem veure.

e Falta veure que té inversa continua o, equivalentment, que envia oberts a oberts. Basta veure que envia
oberts basics a oberts. Els oberts basics de B([], U) seran interseccions de conjunts B([y'], U') e U
amb B([1], U). Com que B([], U) € U iU és base, cada element ["] € B([y], U)NB([], U) tindra
un entorn de la forma B([y"], U") totalment contingut a B([y], U)NB(['], U’). Per tant, basta veure
que les imatges d'aquests entorns sén obertes en X. Pero p|g([,;,u)(B(["], U")) és obert en X, perque
Pla vy (B(IY'], U")) = p(B([7"], U")) = U". Justifiquem I'Gltima igualtat. Donat x € U”, com
que U"” € U és arcconnex, existeix n: | — U” ambn(0) = ~"(1), n(1) = x. Ara [y"«n] € B([y"], U")
i p([y" *n]) = n(l) = x, aixi que x € p(B([y"], U")). Reciprocament, donat un element de
B([y"], U"), sera de la forma [y" x ], amb n: | — U”, i tindrem que p([y" *n]) = n(1) € U".

Triem com a punt base de X la classe del camf constant a X0, que denotem per Xg := [cy,]. Clarament
p(Xo) = xo. Per tant, ja hem justificat que p: (X, Xxo) — (X, x0) és un espai recobridor.
Per acabar només ens falta veure que X és simplement connex.

Comencem veient que és arcconnex. Vegem que tot element ['y] € X es pot unir per un cami continu al
punt base Xo. Es a dir, busquem g: | — X continua amb g(0) = [Xo], g(1) = [y]. Considerem g: | — X
donada per g(t) = [y¢], on definim ~;: | — X com 7¢(s) = y(ts). Geométricament, ; és el mateix cami -y
perd recorregut només fins a y(t). Per tant, g comenga a (la classe de) el cami constant igual a y(0) = xo
i va estirant-lo fins a ser (la classe de) ~. Clarament tenim que g(0) = [xo] i g(1) = [y]. Falta comprovar
que g: | — X és continu.

Vegem doncs que g~ 1(B([6], U)) és obert de | = [0,1] per a qualsevol obert basic B([5], U) € U.
Prenem [vy,] € B([d], U) i trobem € > 0 tal que si [t—ty| < ¢ aleshores [y;] € B([0], U). Com que U és obert
de X iy: — X és continua, podem prendre ¢ > 0 tal que si |t — tg| < € aleshores y(t) € U. Vegem que,
per a aquests mateixos valors de t, es té que [y¢] € B([d], U) i haurem acabat. Com que [v¢,] € B([d], U),
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podem posar vy, =~ § xn, amb n: | — U. Ara, si denotem per 7, + el cami que fa y entre ty i t, que esta
totalment contingut en U, perqué |t — to| < €, tenim que & * (7% Yey.t) = (8 % M) * Vet 2 Ve * Vig.t = Ve
aixi que [ve] = [0 * (1 * Vt,,¢)] € B([0], U).

Finalment, vegem que m1(X,Xo) = 1. Prenem [f] € m1(X, X0) i vegem que [f] = [cz,]). Per a cada
t € I, f(t) és un element de X, és a dir, la classe d’'un cami | — X. Com que [f] € m1(X,Xo), tenim que
f(0) = (1) = [Xo] = [cx]. Considerem el cami v: | — X que formen els punts finals dels camins f(t) en
X, és adir, vy := pof, que sera un cami en X tancat en xp. Si veiem que [y] = [cx,] haurem acabat, perqué
tindrem que p.([f]) = [pof] = [y] = [cx] i doncs que [f] = [cz,], per injectivitat de p,. Considerem ara un
altre cami a X, aquell que a cada t és aquest cami ~y pero recorregut només fins a (t), és a dir, g: | — X
donat per g(t) = [yt], on 7¢: | — X ve donat per v:(s) = y(ts). Tenim que f,g: | — X son, els dos,
aixecaments de v: | — X. En efecte, v ja estava definit com v = pof, i p(g(t)) = p([v¢]) = v:(1) = ~(¢).
Com que, a més, f(0) = [cy] = g(0), tenim, per unicitat d'aixecaments de camins, que f = g. Aplicat a
t =1 resulta que [c,] = (1) = g(1) = [11] = [7] = [p o f] = p«([f]). Com que p, és injectiva, concloem
que [f] = [cz,], que és el que voliem veure. O

Anem a veure que, de fet, podem utilitzar aquest espai recobridor simplement connex per a construir
espais recobridors arcconnexos realitzant cada subgrup de w1 (X, xp).

Teorema 3.5. Siguin X arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex i H < m1(X, xp).
Aleshores, existeix un espai recobridor arcconnex py: (Xu, xo.1) — (X, x0) tal que (pp)«(m1(Xn, xo,n)) =
H.

Demostracié. La idea de la demostracié és que, per la Proposicié 2.17, els elements de p.(m1(Xu, X0 1))
son exactament les classes de camins en X tancats en xp que, en aixecar-los a Xy comengant a xp 1, s6n
tancats en xp y. Per tant, per a cada [y] € H < m1(X, x0), volem que I'aixecament de v a Xy comengant a
Xo,H Sigui tancat, perqué aixi [] estara a p.(m1(Xu, x0,1)), que és el que volem. Partim de |'espai recobridor
simplement connex p: (X, Xo) — (X, xp) construit al Teorema 3.4. Podem aixecar v a un cami 5 en X
comengant en xp. Concretament, una manera d'escriure aquest aixecament és 7(t) = [¢], definit com
al Teorema 3.4, aixi que 7 tindra punt final [y1] = [y]. Perque I'aixecament 5 de ~ sigui tancat haurem
d'identificar el seu punt final [y] amb xo. Per tant, construirem Xy a partir de X fent quocient per una
relacié d'equivaléncia que identifiqui [7] € X i Xo si [y] € H < m1(X, xo).-

Per tant, considerem un espai recobridor simplement connex p: ()?,)?0) — (X, x0), que existeix pel
Teorema 3.4, i la segiient relacié d'equivaléncia en X:

M~ ] <= 2(1)=7Q1) i [y=7]1€H
Observem en particular que [y] ~ Xg = [cx,] si i només si (1) = xgp i [7] = [y *Cx] € H, que és el que
voliem intuftivament.
Cal veure que ~ és una relacié d’equivaléncia i que, si definim Xy = X/~ i xo,.H = m(Xo), on
7m: X — Xy és la projecci6 al quocient, aleshores tenim que py: (Xy, xo.1) — (X, x0) és un espai recobridor

i que (pH)«(m1(XH,x0H)) = H. Que Xy és arcconnex és immediat, en ser un quocient de X, que és
arcconnex.

Que ~ és relacié d’equivaléncia és immediat de les propietats que fan que H sigui subgrup:

e Reflexivitat: Donat [y] € X, tenim que [7] ~ [] perque [y 7] = [cx,] € H, perqué H conté I'element
neutre de 7m1(X, xp) en ser-ne subgrup.
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e Simetria: Donats [1], [Y] € X amb [v] ~ []., tenim que [y *~'] € H i, per tant, per ser H subgrup,
que [y x7] = [fy *7} € H, de manera que [y] ~ [7].

e Transitivitat: Donats [1],[v], [7’] € X amb [y] ~ [v/] i [¥'] ~ ["], tenim que [y 7] [ "] € H
i, per ser H subgrup, [y * "] = [y * ¥ * 7" * "] = [y *¥Y][Y *7”] € H, de manera que [y] ~ [y"].

Per tant, ja podem definir I'espai quocient Xy := )~(/~ la projeccié al quocient 7: X = Xy iel que
sera el punt base de I'espai recobridor, xg y := m(Xx0o). Definim py: Xy — X com ['Gnica aplicacié que fa
commutar el diagrama segiient:

X*>XH

\ lpH

Esta ben definida perqué si [y] ~ [7] aleshores p([7]) = v(1) = ~/(1) = p([y']). A més, és continua
per la propietat universal de la topologia quocient, i py(xo 1) = pr(7(X0)) = p(X0) = x0. Per tant, tenim
ben definida una aplicacié continua py: (Xu, xo0,.n) — (X, x0). Vegem que és un espai recobridor de X.
Donat un punt x € X, amb les notacions de la demostracié del Teorema 3.4, hi ha un entorn p €
U € U de manera que p~}(U) = Lyayeu BV U) i plg(puy: B(IY], U) — U és un homeomorfisme.

Tenim per tant que p, (V) = U, vmeu ™(B([7], U)). Vegem que la unié és disjunta en el sentit que dos
m(B([7], U)), m7(B([¥'], U)) o bé sén iguals o bé son disjunts, i que p|~((,u)): T(B([7], U)) — U és un
homeomorfisme.

Que py: B([v], U) — U és un homeomorfisme és immediat sabent que p: B([7], U) — U ho és, pel
seglient diagrama commutatiu (per a alleugerir la notacié obviem les restriccions):

B([h], U) —— =(B([], V)
\ J/PH

L'aplicaci6 py és injectiva perqué, donats dos elements 7([0]), 7([6']) € w(B([7], U)) amb py(7([d])) =
pr(m([0'])), tenim que p([8]) = p([0"]) i, com que p és injectiva, deduim que [0] = [6'] i que 7 ([8]) = 7([¢']).
| és exhaustiva perqué, donat y € U, com que p és exhaustiva, existeix [d] € B([7], U) tal que p([d]) = ¥
i aleshores 7([6]) és un element de 7(B([7], U)) tal que py(7([0])) = y. Es continua per la propietat

universal de la topologia quocient. | té inversa continua perqué p;,l =mop L imip ! sén continues.

Vegem que la unié és disjunta. Suposem doncs que 7(B([y], U)) N 7(B([y], U)) # 0 i vegem que
(B([7], U)) = =(B([y'], U)). Prenem doncs [§] € B([7], U) i [§'] € B([?], U) suposant que 7([0]) =
7([¢6]), és a dir, que [§] ~ [0'], i comprovem que 7(B([7], U)) = 7(B(['], U)). Per la propietat (1) que
vam demostrar en el teorema anterior, sabem que B([v], U) = B([d], U) i que B([y], U) = B([¢'], U).
Per tant, cada element de B([y], U) es pot posar com [6 * 1] amb algun n: | — U i, simétricament,
tot element de B(['], U) es pot posar com [0’ * 1], amb n': | — U. Pero, aleshores, cada element
[0xn] € B([d], U) = B([7], U) esta identificat amb I'element [¢' xn] € B([¢'], U) = B([y’], U) corresponent
al mateix n: | — U: clarament (§%n)(1) = n(1) = (8'*n)(1) i [§*xn=*0" xn] = [0 xn*n*d] = [6%'] € H,
perqué [0] ~ [¢'] per hipotesi. Com que cada element de B([y], U) esta identificat amb un element de
B([+'], U) i viceversa, concloem que w(B([7], U)) = =(B([y], U)).
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Nomeés falta veure que (py)«(m1 (X, x0,1)) = H. Recordem que els elements de (py)«(7m1(Xn, Xo.1)) =
H sén les classes de camins en X tancats en xp tals que el seu aixecament a Xy comengant en xg 4 és
tancat en xp . Anem a veure la igualtat utilitzant aquesta caracteritzacio.

Donat [y] € m1(X, xo), sigui 7: | — X el seu aixecament a X amb punt inicial Xo. Explicitament,
podem escriure J(t) = [y¢], la classe del cami « recorregut només fins a v(t). Aleshores, I'aixecament
de v a Xy amb punt inicial xp 4 és, per unicitat dels aixecaments de camins, m o 5. Aleshores, [y] sera
de (p)«(m1(Xy, xo,4)) si i només si aquest aixecament és tancat en xp p, és a dir, si i només si el punt
final de m o és xp . Vegem que aixd és equivalent al fet que [y] sigui de H. El punt final de m o7 és
7(¥(1)) = 7([n1]) = 7([7]). Per tant, el punt final de 7 o5 sera xo. 54 = 7(X0) = 7([cx,]) Si i només si
[7] ~ [cx]- Com que [y] € m1(X, x0), v és tancat en xg i, per tant, ¥(1) = xo = Cx,(1), aixi que [y] ~ [cx]
si i només si [y x Cy,] € H, per definicié de ~. Perd [y * ¢] = [7], de manera que hem demostrat que
[7] € (pH)«(m1(XH, x0.H)) < [7] € H, aixi que concloem que (py)«(m1(Xn, x0,1)) = H, que era el que
ens quedava per demostrar. O

3.2 Lemes d’aixecament generals

Un cop demostrat que, si X és arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex, per a ca-
da subgrup de 71(X, xo) existeix un espai recobridor arcconnex p: (X, Xo) — (X, x0) tal que p.(m1(X, X0))
és aquest subgrup, considerem la unicitat (llevat d'isomorfisme) d'aquest espai recobridor. El resultat prin-
cipal en aquest sentit el donarem en la propera seccié. Per a demostra-lo, ens caldran uns resultats analegs
al Lema 2.14 d'aixecament d"homotopies que caracteritzin quan podem aixecar aplicacions continues sortint
d’espais topologics Y més arbitraris, no només homotopies (és a dir, sortint de Y x I/, amb Y arbitrari) i
que ens diguin quan aquests aixecaments sén Gnics.

El primer resultat és sobre I'existéncia de tals aixecaments:

Lema 3.6. Suposem que tenim un espai recobridor p: ()~(,>70) — (X, x0) i una aplicacié continua f: (Y, yp) —
(X, x0), amb Y arcconnex i localment arcconnex.

Aleshores, existeix un aixecament f : (Y, yo) = (X, Xo) de f siinoméssi f.(m1(Y, yo)) C ps(m1(X, X0)).

Demostracio. Suposem que existeix un aixecament, és a dir, que tenim £: (Y, y0) = (X, Xo) satisfent que
pof =f. Qualsevol element de f.(m1(Y, y0)) és de la forma £ ([7]) = [f o 7], amb [y] € 71(Y, y0).
Pero [fon] =[po fon] = pu([f 07]) € pu(m1(X, %0)). Per tant, ja hem justificat que £, (m1(Y, yo)) C
p«(m1(X, X0)).

Reciprocament, suposem que f,(m1(Y, y0)) € pi(m1(X,X0)). Construim I'aixecament f: (Y, yo) —
(X Xo) com segueix: donat y € Y, prenem un cami y: | — Y de yp a y (podem perqué Y és arcconnex)
aleshores, considerem el cami f oy en X; per |'Observaci6 2.15, existeix un Gnic aixecament fon vyl — X
de f o~ comencant en Xo; definim f(y) := f o y(1).

Vegem que f esta ben definit. Prenem dos camins 7,7 en Y de yo a y. Aleshores, v * 7/ és un cami
en Y tancat en yp. Ara, com que [f o (v ') = fi([y *7']) € f(m1(Y. y0)) C p«(7(X, X)), deduim que
fo(y#*~') ha de ser homotop a un cami | — X tancat en xp tal que el seu aixecament a X comencant en
X0 és tancat en Xg. Per I'Observacié 2.16 d'aixecament d’homotopies de camins, I'aixecament de f o (yx7/)
a X comencant en Xg també ha de ser tancat en Xg. Per tant, per unicitat d'aixecament de camins, ha de

coincidir amb (ny) % (f o7/). Perd si aquest cami esta ben definit, ha de ser que only(l) = f/:/y’(l),
aixi que f estd ben definit.
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Finalment, vegem que Y > X és coninua. Sigui y € Y i U C X un obert contenint f( ). Trobem
un obert V > y tal que f(V) C U. Es senzill comprovar que podem suposar que U és una capa per p
d'un obert f(y) € U C X. Com que f és continua i Y és localment arcconnex, existeix un obert arcconnex
V >y tal que f(V) C U. Ara, fixat un cami v en Y de yo a y, donat qualsevol cami § en V' de y a un
punt §(1) de V arbitrari, I'aixecament del cami f o (v * §) a X comencant en Xg tindra punt final en U:
el seu aixecament és (fo*y) (foé), on f o és |'aixecament de f oy a X comencant en Xo i fod és
'aixecament de f 0§ a X comencant en el punt final de fo'y, que és, per definicid, F( ) € U; com que,
per construccio, f o4 esta totalment contingut en U i Ues projecta homeomorficament en U per p, deduim
que f o 0§ esta totalment contingut en U; en particular, el seu punt final esta en U. Per tant, per definicié
de 7, tenim que f(6(1)) € U. Com que 6(1) era un punt arbitrari de V, concloem que (V) C U. O

Finalment, un resultat sobre la unicitat d'aquests aixecaments:

Lema 3.7. Donat un espai recobridor p: X — X iuna aplicacié continua f: Y — X amb Y connex, si
dos aixecaments f1,f2: Y — X coincideixen en un punt, aleshores han de ser iguals.

Demostracio. Siguin y € Y i U un entorn de f(y) € X uniformement recobert per p. Siguin Ui i Us les
capes de U contenint f1(y) i fa(y), respectivament. Per continuitat de f1 i f», existeix un entorn N > y
que va a parar a Uy per f1ia Uy per fs.

D’una banda, si f1(y) # fa(y), aleshores Uy i Uy son dues capes diferents de U (altrament, la capa
Uy = U2 contindria dos punts diferents que van a parar a y per p, aixi que p no podria ser un homeomorfisme
entre U1 = U2 i U). Aleshores, les capes U1 i Uz son disjuntes i, per tant, f1 i f2 sén diferents en tot
I'entorn N > y. Fent aquest argument per a tots els punts y € Y on f i f difereixin tenim que el conjunt
de punts de Y on f1 i f5 son diferents és obert. Per tant, el conjunt de punts de Y on f1 i f5 coincideixen
és tancat.

D’altra banda, si Fl(y) :fg(y),NaIeshores és clar que, per definici6, Ul = Ug. Ara, com que po ?1 =
f=pofyipésinjectivaen Uy = Uy, concloem que f1 i f5 coincideixen en tot I'entorn N > y. Repetint
aquest raonament per a tots els punts y € Y on f i f3 siguin iguals concloem que el conjunt de punts de
Y on f1 i f5 coincideixen és obert.

Per tant, el conjunt de punts de Y on f1i fo coincideixen és obert i tancat alhora. Com que Y és
connex, només pot ser o buit o tot Y. Com que, per hipotesi, no és buit, ha de ser tot Y, és a dir, en tots
els punts y € Y s'ha de satisfer que f1(y) = fa(y). O

3.3 Unicitat d’'espais recobridors

Considerem la unicitat de I'espai recobridor arcconnex p: (X, xg) — (X, x0) tal que p.(m1(X,Xo)) sigui
un subgrup donat de 71(X, xp), sempre sota les hipotesis que X sigui arcconnex, localment arcconnex i
semilocalment simplement connex, que sén les que ens han permés demostrar-ne |'existéncia.

Es clar que sense restringir-nos com a minim a espais recobridors connexos no podriem tenir unicitat: en
efecte, sempre que tinguéssim un espai recobridor p: ()~< x0) — (X, x0), podriem considerar un nou espai
recobridor p’: (X LU X, X01) — (X xp) sortint de la uni6 disjunta de dos X que en cadascun dels dos X
coincidis amb p, on denotem per xg 1 el punt corresponent al xg de la primera copia de X en la unié disjunta.
Els dos espais recobridors no serien isomorfs perqué X no és homeomorf a la unié disjunta X LI X: el segon
té el doble de components connexes que el primer. En canvi, com que el grup fonamental d'un espai només
depén de la component arcconnexa del punt base, si que tindrem que p} (71 (X U X, X0,1)) = p«(71(X, X0)).

39



Grup fonamental i espais recobridors

De fet, ens estem limitant a considerar espais recobridors arcconnexos, perd aixd no és més restrictiu,

perqué si X és localment arcconnex (com estem suposant), també ho sera X i, per tant, X sera connex si
i només si és arcconnex. Ho veiem en els dos resultats segiients.

Lema 3.8. Donat un espai recobridor p: X = X, si X és localment arcconnex, també ho és X.

Demostracio. Siguin x € X i U > X un obert deNX. Volem trobar un obert arconnex de X conenint X i
contingut en U. Sigui x = p(x). Com que p: X — X és un espai recobridor, existeix un obert V > x
uniformement recobert per p. Tenim que X € p~1(V), aixi que podem considerar V la capa (que és un
obert) de V' que contingui x. Tindrem doncs que p|;;: V — V sera un homeomorfisme. Considerem
unv, que és un obert de V. Per tant, p(U N \7) serd un obert de V i, per tant, un obert de X. Com
que X és localment arcconnex, existeix un obert arcconnex x € W C p(U N V). Ara W := (ply) (W)

sera un obert arcconnex contenint X i contingut en U. O

Lema 3.9. Si X és localment arcconnex, aleshores X és connex si i només si és arcconnex.

Demostracié. Tot espai arcconnex és connex, independentment de si és localment arcconnex. Vegem el
reciproc sota la hipotesi que X és localment arcconnex.

Prenem x € X i considerem la component arcconnexa de x:

C={yeX|3y:1— X cami continu de x a y}.

Volem veure que C = X. Com que X és connex i C # () (ja que conté x), basta veure que C és oberta
i tancada.

Vegem en primer lloc que C és oberta. Prenem y € C. Com que X és localment arcconnex, existeix
un obert arcconnex y € U C X. Afirmem que U C C. En efecte, donat z € U, com que y € Ui U és
arcconnex, existeix un cami § de y a z. Com que y € C, existeix un cami «y entre x i y. Per tant, v % J és
un cami de x a z, el que ens diu que z € C.

Vegem que C és tancada. Anem a veure que C = C. Prenem z € C i vegem que z € C. Com que X
és localment arcconnex, existeix un obert arcconnex z € U C X. Per definicié d'adheréncia, C N U # 0.
Podem prendre doncs y € C N U. Ara, com que y,z € U i U és arcconnex, existeix un cami § de y a z.
Com que y € C, existeix un cami v de x a y. Per tant, y*d és un camide x a z i concloem que z € C. [

Pensem en I'exemple dels espais recobridors arcconnexos de S, p: (R,0) — (S!,xp) amb subgrup
associat el subgrup trivial de (a) = m1(S*, x0) = Z i pp: (St x0) — (S, x0) corresponent al subgrup (a")
(les notacions sén les mateixes que vam utilitzar en els Exemples 2.4 i 2.5 i quan vam calcular els subgrups
associats, a la Seccié 3.1). En aquest cas, els espais recobridors corresponents a subgrups diferents sén
no isomorfs: vam veure-ho a |I'Observacié 2.12 usant que tenien graus diferents. En vista d'aixd, potser
voldriem demostrar que dos espais recobridors arcconnexos tenen el mateix subgrup associat si i només si
sén isomorfs. Aixd no és cert en general, perd. En general cal tenir cura d'on van a parar els punts base a
través de |'isomorfisme: els espais recobridors arcconnexos p1: (X1, x1) = (X, x0) i p2: (X2, x2) = (X, x0)
tindran el mateix grup associat si i només si sén isomorfs per un isomorfisme enviant X1 a X». Es a dir,
podrien existir dos espais recobridors arcconnexos que fossin isomorfs perd que tot i aixd tinguessin grups
associats diferents perqué, tot i existir isomorfismes entre ells, cap d’aquests isomorfismes enviés el punt
base d'un al punt base de I'altre. El resultat concret és el segiient:
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Proposici6 3.10. Sigui X arcconnex i localment arcconnex i siguin p; : (X1,%1) = (X, x) i p2: (X2, %2) —
(X, x0) dos espais recobridors arcconnexos. Aleshores, (p1)«(m1(X1,x1)) = (p2)«(71(X2,x2)) si i només

si els espais recobridors py: (X1,%1) — (X, x0) i p2: (X2,X2) — (X, x0) s6n isomorfs via un isomorfisme
enviant el punt base x1 d'un al punt base x» de I'altre (diem que I'isomorfisme preserva els punts base).

Demostracié. Comencem suposant que tenim un isomorfisme d’espais recobridors f: (X1, x1) — (X2, X2),
on la notacié ja indica que f(x1) = X2. Es a dir, tenim el segiient diagrama commutatiu:

(X1, %) : (X2, %2)

(X, x0)

Com que f és un homeomorfisme i f(x1) = X2, el morfisme induit £, és un isomorfisme entre 771(21, X1)
i 7T1(X2, )72) Per tant,

(P1)(m1(X1,%1)) = (p2 0 F)u(m1(X1, %1)) = (o) (Fu(m1(X1, 51))) = (p2)«(m1(X2, X2))

Reciprocament, suposem que (p1)«(m1(X1,X1)) = (p2)s (71 (X2, X2)) i construim un isomorfisme entre
p1: (X1,x1) = (X, x0) i p2: (X2,X2) = (X, x0) enviant x; a xo. Considerem el segiient diagrama:

(X1, %) (X, %2)

(X, x0)

Observem que, en ser X localment arcconnex, també ho sén )N(l i )~<2, pel Lema 3.8. Per tant, se satisfan
totes les hipotesis per a aplicar el Lema 3.6 d’existéncia d'aixecaments, i podem aixecar p;: (X1, x1) —
(X,x0) a una aplicacié continua p;: (X1,x1) = (X2,X2)._ Es a dir, tenim que ppo p1 = p1 i que
p1(x1) = X2. De la mateixa manera, podem aixecar pp: (X2,x2) — (X, x0) a una aplicacié continua
Po: (X2,X2) — (X1,X1). Es té doncs que py o py = po i que po(X2) = Xx1. Es a dir, tenim el segiient
diagrama commutatiu:

(X1, %1) Z (X2, %)
I
(X, x0)

Observem que p; o p5 i id)~<2 sén aixecaments a X, de la mateixa aplicacié, perqué py o p; o p, =
pP1OPy = P2 = P2o id)~<2. A més, coincideixen en el punt Xg. Per tant, se satisfan les hipotesis per a aplicar
el Lema 3.7 d'unicitat d'aixecaments i concloure que p; o p, = id&.

De la mateixa manera podem deduir que p,op; = id)~<1. Per tant, p;: X1 — X» és un homeomorfisme
(d'invers p,) tal que pp o p; = p1, aixi que és un isomorfisme d'espais recobridors. A més, envia el punt
base x1 al punt base x5, aixi que hem acabat. O
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Es natural preguntar-se si per als espais recobridors arcconnexos que siguin isomorfs, encara que potser
no per un isomorfisme enviant el punt base d'un al punt base de I'altre, els seus subgrups estan relacionats
d'alguna manera. La Proposicié 3.10 ens diu que en general no seran iguals, perd vegem que seran sempre
conjugats |'un de I'altre.

Proposici6 3.11. Sigui X arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex. Dos espais
recobridors arcconnexos p1: X 1— X ipa: Xo — X sén isomorfs si i només si els seus subgrups associats,
(p1)«(m1(X1,%1)) i (p2)s(m1(X2, X2)), on X1 € prt(x0) i X2 € pyt(x0) s6n punts base qualssevol dins les
respectives fibres de xg, sén conjugats.

Demostracié. Comencem suposant que p1: X1 — X i po: Xo — X soén isomorfs per un isomorfisme f
enviant el punt base X7 a f(Xx1), que no és necessariament el punt base x. Es a dir, tenim el segiient
diagrama commutatiu:

(Xo, £(X1))

e

(X, x0)

(X1, %)

IR

Prenem 7: | — X5 un cami de f(x1) a x2. Sigui v = p2 o7 la seva projecci6é a X, que és tancat en
xo- Aleshores, utilitzant la Proposici6 1.11 i aquest diagrama commutatiu, obtenim el segiient (escrivim pj.
en lloc de (p;)« per a simplificar la notacié):

pa(mi(X2,%2)) = pae (717 m (X2, F(32)) 7))
= [p2 031 par (m1(X2, (%)) P2 0 7]
=[] P2 ( m1(X1, X1) ) [7]
= [ pr(m (X1, %1)) 7],

Per tant, els subgrups po.(m1(X2, X2)) i prs(m1 (X1, X1)) s6n conjugats.

Reciprocament, suposem que pl*(m(Xl X1)) i pos(m1(X2, X2)) sén conjugats. Aleshores, podem es-
criure pa. (m1 (X2, xz)) V]~ pra(m1(X 1, X1))[] per a algun [] € m1(X, x0).

Sigui v: I — X1 I'aixecament de v a X1 comencant en x1. Aleshores, utilitzant un altre cop la
Proposicié 1.11,

p2.(m1(X2, %2)) = [Y] L pra(m1 (X1, X1)) ]
= pr. (117 m(X0 5)1A])
= pr(mi(X1,7(2))).

Per tant, per la Proposicié 3.10, tenim que existeix un isomorfisme entre p; : 21 - Xip2: 22 — X
(enviant (1) a x2). O
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Com que Wl(Sl,X()) & 7 és abelia, tots els seus subgrups sén normals (és a dir, coincideixen amb
tots els seus conjugats). Per aixd en I'exemple dels espais recobridors de S! perdiem la subtilesa que
espais recobridors corresponents a subgrups diferents poden ser tot i aixd isomorfs, només que no per un
isomorfisme que preservi els punts base. En efecte, si existissin uns tals espais recobridors de S haurien de
correspondre a subgrups de Z diferents perd conjugats, i aixo ja hem justificat que no pot ser.

Aquest mateix argument funciona sempre que 71(X, xo) sigui abelia, aixi que obtenim el segiient corol-
lari:

Corollari 3.12. Si (X, xo) és abelia, aleshores dos espais recobridors de X sén isomorfs si i només si ho
son per un isomorﬁsme preservant punts base. Es a dir, si m (X, x0) és abelia, donats dos espais recobridors
p1: X1 — X ipa: Xo — X isomorfs, per a qualssevol x1 € pfl(xo), Xo € p;l(xo) hi ha un isomorfisme
d’espais recobridors f : Xl — 22 enviant X1 a X».

Demostracié. Es el mateix argument que hem fet per a X = S!: si p;: Xl — X i po: )~<2 — X fos-
sin isomorfs perd no existis cap isomorfisme entre ells enviant X1 a X», aleshores (p1)«(m1(X1,X1)) i
(pz)*(ﬂ'l(gz, X2)) serien subgrups de 71(X, xo) diferents perd conjugats, perd aixd no pot ser si w1(X, xo)
és abelia, perqué tots els seus subgrups sén normals. O

3.4 Classificacié d’espais recobridors arcconnexos
Ajuntant els resultats de les @ltimes seccions en un Gnic teorema obtenim el resultat final d'aquest capitol:

Teorema 3.13. Sigui X un espai topoldgic arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement
connex. Aleshores, hi ha una bijeccid entre les classes d’isomorfisme preservant els punts base d’es-
pais recobridors arcconnexos p: (X,Xo) — (X, x0) i els subgrups del grup fonamental 71(X, xo) de X.
Concretament, la bijeccié fa correspondre, a cada espai recobridor p: (X,x0) — (X,x0), el subgrup
p«(m1(X, X0)) < m1(X,x0). A més, la mateixa assignacié indueix una bijeccié entre classes d'isomorfis-
me d'espais recobridors arcconnexos (potser no preservant els punts base) i les classes de conjugacio de
subgrups de w1 (X, xo). El subgrup p.(m1(X, Xo)) associat a p: (X, Xo) = (X, x0) és isomorf a w1 (X, Xo)
i té index el grau de I'espai recobridor. O

Finalment, observem que si definim un ordre en el conjunt d'espais recobridors arcconnexos com

[pr: (X1,%1) = (X, x0)] E [p2: (X2,%2) = (X, )]

existeix un recobriment p: ()?1,3?1) — ()N(g,f?g) tal que p1 = po o p,

és a dir, un espai recobridor és “més gran” (intuitivament, “més alt”) que un altre si el recobreix, aleshores
el Lema 3.6 ens permet demostrar que la bijeccié inverteix els ordres. Explicitament,

[p1: (X1,%1) = (X, %0)] > [p2: (X2, 52) = (X, x0)] <= (p1)«(m1(X1,%1)) C (p2)+(m1(X2, %2)).

Per tant, qualsevol espai recobridor simplement connex de X sera també un espai recobridor de qualsevol
altre espai recobridor arcconnex de X (perqué el seu subgrup associat és el trivial, que és subgrup de
qualsevol altre subgrup de m1(X, xp)). A més, és anic llevat d'isomorfisme preservant punts base (qualsevol
espai recobridor simplement connex tindra per grup associat el grup trivial). Se I'anomena, per tant, el
recobriment universal de X.
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D'altra banda, I'espai recobridor associat al subgrup total 71 (X, xp) C 71(X, x0) és I'espai recobridor
trivial id: (X, x0) — (X, x0). Per tant, el fet que tot subgrup de 71(X, xo) estigui entre el subgrup trivial i
el total ens diu que tot espai recobridor arcconnex p: (X, xo) — (X, xo) esta entre el recobriment universal
i I'espai recobridor trivial.

Una primera conseqiiéncia del Teorema 3.13 és que |'existéncia d'espais recobridors arcconnexos no
trivials d’un espai topologic X esta completament lligada al fet de tenir grup fonamental no trivial, que
intuitivament interpretem com la preséncia de forats 1-dimensionals en X. Si un espai té grup fonamental
trivial, alehores el seu Gnic possible espai recobridor arcconnex (llevat d'isomorfisme preservant punt base)
és el trivial, i viceversa, si el grup fonamental d’'un espai no és trivial, aleshores té algun espai recobridor
arcconnex no trivial:

Corol'lari 3.14. Sigui X arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex. Aleshores,
71(X, x0) = 1 si i només si tot espai recobridor arcconnex p: (X, xo) — (X, xo) és isomorf preservant punts
base a I'espai recobridor trivial id: (X, xg) — (X, x0).

Demostracié. En efecte, m1(X, xp) és trivial si i només si té un Gnic subgrup. Pel teorema de classificacio,
aixd és equivalent al fet que, llevat d'isomorfisme preservant punts base, existeixi un Gnic espai recobridor
arcconnex p: (X,%o) — (X,x0). Com que I'espai recobridor trivial id: (X, x0) — (X,xp) sempre és un
espai recobridor arcconnex, aixo Gltim és equivalent al fet que qualsevol espai recobridor arcconnex sigui
isomorf preservant punts base al trivial. O
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4. Aplicacions a teoria de grups

Hem demostrat, amb el teorema de Seifert-van Kampen, que podem veure el grup lliure de rang x com el grup
fonamental del bouquet de circumferéncies de cardinal k. A més, és clar que el bouquet de circumferéncies
és arcconnex, localment arcconnex i semilocalment simplement connex: tots els punts excepte el punt
on s'enganxen les circumferéncies tenen entorns oberts arbitrariament petits homeomorfs a R i, per tant,
arcconnexos i simplement connexos; d'altra banda, el punt per on s’enganxen les circumferéncies té entorns
oberts arbitrariament petits homeomorfs a k copies de R enganxades per un punt, aixi que també arcconnexos
i simplement connexos. Per tant, la teoria desenvolupada al capitol anterior ens permet identificar els
subgrups de F,, amb els espais recobridors de \/ .4 S, #A = K (amb punt base xp el punt per on les
circumferéncies estan enganxades).

Aquest enfoc per a estudiar els subgrups del grup lliure és molt fértil. En aquest capitol donem no-
més alguns exemples de la gran quantitat de resultats algebraics que es poden demostrar geométricament
utilitzant la teoria d'espais recobridors.

4.1 Subgrups dels grups lliures

Amb aquest punt de vista, anem a demostrar el fet segiient:

Teorema 4.1. El grup lliure de rang k, per a k € [2,Ng], conté subgrups lliures de qualsevol rang finit, i
fins i tot infinit numerable.

La notacié [2, No], que utilitzarem més vegades, significa tots els cardinals entre 2 i ¥g, inclosos. Es a
dir, tots els cardinals finits més grans o iguals que dos juntament amb el cardinal infinit numerable.

Aquest comportament difereix radicalment del dels espais vectorials o dels grups abelians lliures Z": un
K-espai vectorial de dimensié n només pot contenir subespais de dimensié com a molt n i, de la mateixa
manera, tots els subgrups de Z" sén isomorfs a Z™ per a algun m < n. En canvi, el resultat anterior dona
al reticle de subgrups d'un grup lliure un cert caracter fractal. Per exemple, F, té un subgrup propi isomorf
a F3, que, al seu torn, té un subgrup propi isomorf a F; si considerem només els dos primers elements d'una
base, que tindra un altre subgrup propi isomorf a F3, i aixi successivament.

Observem que basta demostrar I'enunciat per a F». En efecte, cada grup lliure F3, Fa, ..., Fp, ..., Fy,
conté un subgrup isomorf a F»: el generat per només els dos primers elements d'una base. Per tant, haurem
vist que aquest subgrup té subgrups isomorfs a cada Fy, x € [0, Ro] i, per tant, que cadascun dels grups
grans també els té.

Ens centrem doncs en el grup F». Volem trobar-ne subgrups isomorfs a cada F,; per a x € [0, Ng]. Es
clar que té subgrups isomorfs a 1 = Fgy, a F1 i a Fy: el primer és el subgrup trivial; el segon, el subgrup
generat per només un dels dos generadors del grup ambient, i el tercer és el propi grup ambient. Per a
trobar els altres, pensem F, com el grup fonamental de S! v S!, posem que amb punt base xp el punt on
s'uneixen les dues circumferéncies. Per tant, d'acord amb el teorema 3.13, sera suficient trobar, per a cada
K € [3,Rg], un espai recobridor p: (X, %) — (S* VS, xg) arcconnex tal que 71(X, Xo) = Fi..

Sigui v el cami en S! tancat en xp que dona una volta a la circumferéncia esquerra una vegada a velocitat
constant (posem que en sentit antihorari). Definim § com el cami analeg en la circumferéncia dreta. Les
classes d’"homotopia de camins de v i §, que denotarem per a i b, sén una base de 7r1(S1 v St X0), és a dir,
7T1(S1 V Sl,Xo) = F{a,b}-

45



Grup fonamental i espais recobridors

Figura 9: L'espai S VS!; ai b sén les classes d’homotopia dels camins en blau i vermell, respectivament

Considerem I'espai recobridor p: (X, Xo) — (S'VS!, xo) representat a la Figura 10, on les arestes blaves
i vermelles les enviem a «y i a §, respectivament, en els sentits indicats. En els dibuixos escrivim a i b (i no
v i 0), respectivament, perqué ens serd més til després per a calcular els subgrups associats. Els punts xg
i X1 (en negre) sén les antiimatges de xp.

b

Figura 10: Un espai recobridor X de S! v St

Podem calcular el grup fonamental wl()?,f?g) amb el teorema de Seifert-van Kampen. Considerem
un recobriment de X format per tres oberts que tinguin per retractes de deformacié la circumferéncia
esquerra, la circumferéncia del mig i la unié de la meitat inferior de la circumferéncia del mig amb la
circumferéncia dreta, respectivament. Cadascun d'aquests oberts és homotopicament equivalent a S?, les
seves interseccions dos a dos sén contractils i la seva interseccié triple també (en particular, sén arcconnexes).
Per tant, 7r1()~<,)70) 7 xZx7 = F;.

Perd podem calcular explicitament una base de 7r1()~<,>?0). Els grups fonamentals dels tres oberts del
recobriment estan generats, respectivament, per les classes d'homotopia dels camins segiients: el que recorre
la circumferéncia esquerra de X a Xg en sentit antihorari, el que recorre la circumferéncia del mig de X a
X0 en sentit antihorari, i el que va de xg a X1 per la part de sota de la circumferéncia del mig, fa una volta
a la circumferéncia dreta de X7 a X1 en sentit antihorari i torna a Xg per la part de sota de la circumferéncia
del mig (podem suposar que ho fan tot a velocitat constant).

Per tant, p*(7r1()~(,>?())) < Fy,,p) estara generat per les imatges per p. d'aquests generadors. Mirant la
Figura 10, deduim que p,(m1(X, %)) = (a, b2 bab™1). Per tant, (a, b2, bab~1) és un subgrup de Fia by
isomorf a Fs.

De forma analoga podem construir espais recobridors que donin lloc a F,, per a x = n finit. Només cal
considerar els espais recobridors segiients (segons si n és parell o senar):
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a b
b a b a
b a b a b

a . 2
b a b a b

Figura 11: Espais recobridors de S' V S! que donen lloc a subgrups de F, de rang finit n arbitrari. A dalt,
per a n parell; a baix, per a n senar.

Raonant analogament a com hem fet en el cas n = 3, aquests espais recobridors ens donen subgrups de
F> isomorfs a F,, per a cada n. En podem calcular una base llegint les paraules en a i b que obtenim seguint
el cami que recorre la primera circumferéncia i, per a k =0, ..., n — 2, els camins que van des de X fins a
X per les arestes de sota, donen una volta a la circumferéncia que es troben a la dreta i tornen a Xg per
on han vingut. Per exemple, per als primers valors de n obtenim F; = (a, b2, ba?b 1, baba_lb_1> < Fi
Fs = (a, b?, ba?b™1, bab?a=1b~1, babab~ta=1b71) < F,.

Per al subgrup isomorf a Fy, podem considerar per exemple el segiient espai recobridor amb infinites
(numerables) circumferéncies:

b a b
a 0000 .......
b a b

Figura 12: Un espai recobridor de S vV S que dona lloc a un subgrup de F> de rang infinit numerable

Observem que el conjunt de subgrups de Fy, és no numerable. En efecte, com a minim podem construir-
ne un per cada subconjunt diferent de la seva base: el subgrup generat pels elements d'aquest conjunt. Com
que la base és infinita numerable i el conjunt de les parts d'un conjunt numerable és no numerable, concloem
que hi ha un nombre infinit no numerable de subgrups de Fy,. A més, com que acabem de demostrar que
tots els grups lliures de rang com a minim 2 tenen un subgrup isomorf a Fy,, deduim que F, pera K > 2,
té un nombre infinit no numerable de subgrups.
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4.2 Grafs i el teorema de Nielsen-Schreier

L'objectiu d'aquesta seccié és demostrar el teorema de Nielsen-Schreier, que diu que tot subgrup d'un grup
lliure és lliure. Aquesta propietat potser no és tan esperable després d'haver vist en la seccié anterior que
una propietat que sembla tan natural com aquesta, com és que un subgrup lliure no pugui tenir subgrups
de rang estrictament més gran que el seu, hagi resultat ser falsa.

Nielsen va demostrar aquesta propietat de forma algebraica per a subgrups finitament generats el 1921,
i Schreier va publicar una demostracié de la versié general el 1927, també amb arguments algebraics, tot i
que també en va descriure una interpretacié geométrica. Es pot trobar indicada la demostracié original de
Nielsen i la reinterpretacié geométrica de la prova de Schreier a [Sti93].

Nosaltres utilitzarem la teoria d'espais recobridors per a donar una demostracié topoldgica molt més
simple del teorema. La prova que donarem passa per dos resultats generals: primer, que tot espai recobridor
d'un graf és un graf i, segon, que el grup fonamental d'un graf és lliure. Un cop vist aixo el teorema es
deduird immediatament de la teoria desenvolupada en els capitols anteriors: tot grup lliure es pot veure com
el grup fonamental d’un bouquet de circumferéncies X, que, com veurem, és un graf; per tant, un subgrup
qualsevol d'aquest grup lliure sera isomorf al grup fonamental d'algun espai recobridor de X; com que X
és un graf, aquest espai recobridor també sera un graf (pel primer resultat), i el seu grup fonamental, per
tant, sera lliure (pel segon resultat).

Per a poder demostrar-ho, primer cal definir exactament qué volem dir quan parlem de grafs:

Definicié 4.2. Un graf X és un espai topoldgic que es pot obtenir partint de la unié disjunta d'un espai
discret X° amb una familia {/,} on cada I, és una copia de I'interval tancat / C R, identificant cada
extrem de cada interval amb un punt de X°. Es a dir,

X = (Xol_l|_|la> o~

on ~ és una relacié d'equivaléncia que relaciona cada extrem de cada /, amb algun punt de X i res més.
Dotem X de la topologia quocient respecte ~ de la topologia unié disjunta en XOI_||_|a I, (X° té la topologia
discreta i cada I, la topologia euclidiana com a interval tancat /).

Els vertexs de X son els punts de m(X°) (m: XL, lo — X és la projeccié al quocient) i les arestes
de X, els quocients de cada /,, és a dir, els subconjunts e, := 7(/,) C X.

Observem que aquesta definicié admet arestes d'un vértex a si mateix i maltiples arestes diferents entre
dos vértexs fixats.

Observacié 4.3. Amb la topologia de qué hem dotat X, un subconjunt A C X és obert si i només si la seva
interseccié amb cada aresta és oberta. Per tant, una aplicacié sortint d'un graf és continua si i només si ho
és restringida a cada aresta.

Observacié 4.4. Una base de la topologia d'un graf X esta formada pels dos tipus d'oberts segiients:

e Intervals oberts dins d'arestes. Si x és un punt a l'interior d'una aresta e, = 7(/l,) prenem les imatges
per 7 dels intervals oberts (a, b) continguts a I'interior de I, que continguin el punt 771(x).

e Entorns estrellats dels vértexs. Suposem que v és un vértex i siguin {eg} s les arestes que tenen algun
extrem en v. Per a cada eg = m(/g), segons si v és la imatge per 7 de 0 € Iz o de 1 € I3 (o dels dos),
triem un entorn [0, €g) de 0 o un entorn (1 — €1, 1] de 1 (o els dos). Prenent els entorns que toquin
en cada /g, les seves imatges per 7 sén un entorn obert de v que anomenem un entorn estrellat en v.
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Observem que els oberts d'aquesta base sén tots arcconnexos i tenen grup fonamental trivial (és a dir,
sén simplement connexos). Per tant, tot graf és localment arcconnex i semilocalment simplement connex,
de forma que els grafs arcconnexos satisfan les hipotesis técniques per a aplicar-los els resultats generals del
capitol passat. D'altra banda, pel Lema 3.9, com que els grafs sén localment arcconnexos, sén arcconnexos
si i només si sén connexos, aixi que utilitzem els dos termes indistintament.

Definicié 4.5. Un subgraf d'un graf X és un subespai Y C X format per una unié de vértexs i arestes.

Un arbre és un graf contractil. Diem que T és un arbre en X si T és un subgraf de X que és un arbre.
Un arbre maximal en X és un arbre en X que contingui tots els vértexs de X.

Usant I'axioma de I'eleccié podem demostrar que tot graf connex conté algun arbre maximal.

Teorema 4.6. Tot graf connex X conté algun arbre maximal. A més, tot arbre en X esta contingut en
algun arbre maximal, del qual és un retracte de deformacic.

Demostracié. Descrivim un procés que, donat qualsevol subgraf Xy C X, ens permet construir un subgraf
Y C X que contingui Xp i tots els vértexs de X i que tingui Xy per retracte de deformacié. Si prenem
Xo com un sol vértex de X, aleshores Y és un arbre maximal, i queda demostrada |'existéncia d'arbres
maximals. Si prenem Xy com qualsevol subarbre de X, aleshores Y és un arbre maximal de X que té Xy
per retracte de deformacié, que és I'altra propietat que volem demostrar.

Primer construim una successi6é de subgrafs Xo C X; € Xo C --- on Xy s'obté de X; afegint-li les
arestes de X \ X; que tinguin algun extrem en X;. Observem que cada aresta de X o bé és disjunta de
|UJ; Xi o bé hi esta completament continguda. Per tant, | J; X; interseca cada aresta de X o bé en conjunt
buit o bé en I'aresta sencera. En qualsevol cas, I'interseca en un conjunt obert i tancat alhora. Per definicié
de la topologia en X, deduim que [J; X; és obert i tancat en X. Com que X és connex i | J; Xi no és buit,
deduim que {J; X; = X.

Consruim ara Y. Definim Yy := Xp. Inductivament, suposem que Y; conté tots els vértexs de X i
construim Yjy1 afegint-li a Yj, per a cada vértex de Xj;11 \ Xj, una aresta que |'uneixi a algun vértex de
Y; (n'hi ha alguna perqué, per construccié, cada vértex de Xj;1 esta en alguna aresta que el connecta amb
algun vértex de X; C Y;). Per a triar quines arestes afegim ens cal en general |'axioma de I'eleccié. Es clar
que Y; és un retracte de deformacié de Yj11. Una retraccié de deformacié F;: Y11 x | — Y1 de Yiq
en Y; consisteix en contreure continuament cada aresta afegida al seu extrem en Y;. Definim Y :=J; Y.

Yo € Yo y2
Yi-1

Figura 13: Arestes per on passa |'aresta e, durant la retraccié de deformacié

Podem construir una retraccié de deformacié F: Y x I — Y de Y en Yy = Xy fent la retraccié de
deformacié de Yy 1 a Y; en l'interval de temps [2'711 %] La retraccié resultant és continua perqué ho és
restringida a cada aresta. En efecte, donada una aresta e, € Y qualsevol, existeix un i tal que e, € Yi11\Y;.
Definim y; I'extrem en Y; de I'aresta e, =: €11, yj_1 I'extrem en Y;_1 de |'aresta e; que uneix y; a Yj_1,

yi—2 l'extrem en Y;_, de |'aresta e;_1 que uneix y;_1 a Yj_p, i aixi successivament (veure la Figura 13).
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Aleshores, I'aresta e, queda fixa per F durant tot l'interval de temps [O, %} en l'interval [ﬁ %} F
hi reprodueix la retraccié F;, contraient-la al vértex y;, i, per als intervals de temps [21% g] posteriors,
comenga enviant tota l'aresta e, a yjy1 i acaba enviant-la a y;, transportant-la continuament al llarg de
ej+1. Ara és facil concloure que F és continua utilitzant el lema d’enganxament i que els oberts d'un graf

son aquells que intersequen cada aresta en un conjunt obert. O

Amb aquest teorema ja podem demostrar que el grup fonamental d'un graf és lliure.

Proposicié 4.7. Sigui X un graf connex, xo € X i T C X un arbre maximal contenint xy. Aleshores,
m1(X, xo0) és lliure de rang el cardinal del conjunt d'arestes en X \ T.

Demostracic. Sigui {eqy}q €l conjunt d'arestes en X \ T. Per a cadascuna d'elles triem (amb |'axioma de
I'eleccid) un punt x, € e, diferent dels extrems. Considerem els oberts de X definits per U, := X\ {x3}ga-
Si a una aresta e, li eliminem el punt x,, el conjunt resultant té els dos extrems de |'aresta com a retracte de
deformacié. Per tant, cada obert U, té¢ T Ue, com a retracte de deformacié i és, en particular, arcconnex.
A més, pel mateix motiu, la interseccié de dos o més U, diferents té T com a retracte de deformacié, que,
al seu torn, té el punt base xp com a retracte de deformacié. Per tant, les interseccions de dos o més U,
sén arcconnexes, i les interseccions dos a dos (o qualssevol, realment) tenen grup fonamental trivial. Per
tant, el teorema de Seifert-van Kampen ens diu que

7T1(X,Xo) = HZ 7T1(TU ea,Xo).

Per tant, per a concloure el resultat basta veure que 71(T U e,, x0) = Z per a cada aresta e, € X\ T.
Fixem una aresta e, concreta i li diem e a partir d'ara. Considerem I'espai (T U e)/T on identifiquem tots
els punts de T en un danic punt. Es clar que (T U e)/T és homeomorf a St. Si veiem que la projeccié al
quocient m: TUe — (T Ue)/T és una equivaléncia homotdpica haurem acabat.

Siguin u,v € eN T els extrems de e. Tenim una retraccié de deformacié de T en xg. Si la restringim
a uia v, obtenim dos camins 7y, i 7, que van de v a xp i de v a xp, respectivament. Sigui també ~,, el
cami que recorre |'aresta e de u a v a velocitat constant. Podem definir una aplicacié (continua pel lema
d'enganxament) TUe — T Ue que envia tot T a xp i I'aresta e al cami 7, * (y,, *7,). Passant al quocient,
aixo defineix una aplicacié g: (T Ue)/ T — T U e ben definida.

Afirmem que 7: TUe — (T Ue)/Tig:(TUe)/T — T U e soén inverses homotopiques. No ho
escrivim del tot formalment, perd en donem la idea intuitiva. D'una banda, mog: (TUe)/T — (TUe)/T
envia el punt w(T) a ell mateix i I'aresta 7(e) al cami (74 * (yuv * Yv)), que és el cami constant en 7(T)
en la primera meitat del temps, dona una volta sencera en el segiient quart del temps i torna a ser constant
en m(T) fins al final. Aquesta aplicacié és clarament homotopa a la identitat, que envia I'aresta 7(e) al
cami que dona una volta sencera de 7(T) a 7(T) sense aquests camins constants pre- i post-concatenats.

D'altra banda, gom: TUe — T Ue envia tot T a xp i I'aresta e al cami tancat 7, * (v, *,). Podem
donar una homotopia entre la identitat en T U e i aquesta aplicacié fent en T la retraccié de deformacioé
de T en xp i allargant continuament I'aresta e pels seus extrems seguint els camins v, i 7,. Concloem que
T U e és homotopicament equivalent a (T Ue)/T =S, d'on m (T Ue, x9) = Z. O

El resultat anterior és molt potent, permetent-nos calcular el grup fonamental d'un graf connex finit
nomeés coneixent-ne el nombre de vértexs i d'arestes:

Corol'lari 4.8. Si X és un graf connex finit amb n vértexs i m arestes, aleshores el seu grup fonamental és
lliure de rang m — n+ 1.
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Demostracié. En efecte, és ben sabut que tot arbre finit que tingui n vértexs té necessariament n—1 arestes.
Aleshores, qualsevol arbre maximal de X conté exactament n — 1 arestes. Per tant, la proposicié anterior
ens diu que el grup fonamental de X és lliure de rang m — n+ 1. O

L'anic que ens queda per demostrar per a arribar al teorema de Nielsen-Schreier és el resultat segiient:

Proposici6 4.9. Sigui X un graf i p: X — X un espai recobridor. Aleshores, X també és un graf. Els
vértexs i arestes de X es projecten per p sobre vértexs i arestes de X, respectivament.

Demostracié. Triem per vértexs de X el conjunt discret X% .= p~1(X°) (recordem que X© eren els vértexs
de X). Per a cada aresta e, de X, denotem per ~,: | — X el cami que la recorre d'un extrem a I'altre a
velocitat constant. Sigui v, € X el vértex inicial de e, (és a dir v, := Ya(0)). Aleshores, per a cada punt
Va,s € p~1(va) en la fibra de vy, existeix un nic aixecament 7, 5: | — X de 7, que comenca en Vg, 3.

. ~ =0 . ,
El punt final de 7, 5 & un punt de X, perqué el punt final de v, és un vértex de X. D’aquesta manera

és facil definir una estructura de graf en el conjunt X prenent com a veértexs les antiimatges dels vértexs de
X i com a arestes, les imatges 7, 5(/) dels aixecaments 7, 5 per a cada i 3. En fer aquesta construccié

no ens deixeNm cap punt de X. En efecte, donat X € )~( si p(X) és un vértex de X, aleshores x és un dels
vértexs de X. Si no, x := p(x) ha de ser un punt interior d’alguna aresta de X, diguem e,. Aleshores,
hi ha un cami en X que recorre |'aresta e, des de x fins al vértex inicial v, de e,. L'aixecament d'aquest
cami comengant en X acabara en algun punt v, g en la fibra de v,,. Aleshores, el punt X estara en |'aresta

Ya,p(l) de X, per unicitat dels aixecaments de camins.

Cal comprovar que la topologia de X com a graf (és a dir, la que diu que un subconjunt seu és obert
si i només si interseca cada aresta 7,45(/) en un conjunt obert) i la que tingués originalment (que feia que

p: X — X fos continua i, de fet, un espai recobridor) coincideixen. L'observacié clau és que, com que hem
construit les arestes de X com aixecaments de les arestes de X, els oberts basics de la topologia de X com
a graf (construits com a I'Observacié 4.4) sén capes per p dels oberts basics de la topologia del graf X.
Anem a veure que aquesta base genera la topologia original de X. Es clar que cadascun dels oberts basics
com a graf és obert en la topologia original, en ser una capa d'un obert (basic) de X.

D'altra banda, vegem que, donat un obert V de la topologia original de X iun punt X € V, existeix
un d’aquests oberts que contingui x i totalment contingut en V, d’on es dedueix que els oberts basics de
la topologia de X com a graf també sén una base de la seva topologia original, i haurem acabat. Sigui
x 1= p(x). Per definicié d' espa| recobridor, existeixen oberts U 3 X i U > x tals que plg: U — U és un
homeomorfisme. Ara, V N U és un obert de U, aixi que p(V N U) = p[U(V N U) és un obert de U, de
forma que existeix un obert V' de X tal que p(\7 N U) =V NU. Com que U és obert de X, també ho és
V N U. Per tant, existeix un obert basic de X, diguem—ILB, talquexe BC VnU. Arab la capa E deNB
que contingui X sera un obert basic de la topologia de X com a graf satisfent quex e BC VNnU CV,
que és el que voliem. O]

Ara ja podem demostrar el teorema de Nielsen-Schreier:

Teorema 4.10 (de Nielsen-Schreier). Tot subgrup d'un grup lliure és lliure.

Demostracié. Sabem que el grup lliure de rang x és isomorf al grup fonamental del bouquet de circum-
feréncies de cardinal k. Anomenem aquest espai X. Es clar que X és un graf (t& un Gnic vértex i una
aresta per cada circumferéncia, i vam veure a |'Exemple 1.32 que els conjunts oberts de X eren aquells que
intersecaven cada circumferéncia en un conjunt obert, aixi que la seva topologia també coincideix amb que
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té com a graf). Per tant, X és localment arcconnex i semilocalment simplement connex, com hem vist
a I'Observacié 4.4. A més, és clarament arcconnex. Per tant, tot subgrup del grup lliure sera isomorf al
grup fonamental d'un espai recobridor arcconnex de X, pel Teorema 3.13. Pero qualsevol espai recobridor
arcconnex de X sera un graf (arcconnex), per la Proposici6 4.9, i tindra, per tant, grup fonamental lliure,
per la Proposicié 4.7. O

4.3 Subgrups d’index finit dels grups lliures de rang finit

Considerem X el bouquet de n < oo circumferéncies, que denotem per Ci,..., Cpy, i xo el punt per on
s'uneixen. Si denotem per a; la classe d"homotopia del cami 7; en X que dona una volta a C; a velocitat
constant, sabem que m1(X,x0) = Fa;, 2,0 = Fp. Sigui p: ()?,)?0) — (X, xp) un espai recobridor no
necessariament arcconnex. En vista de la Proposicié 4.9, X és un graf, amb vértexs la fibra de xq i arestes
els aixecaments dels camins ~; a X comencant en cadascun d'aquests vértexs.

Una manera senzilla de visualitzar aquests espais recobridors és dibuixar el graf X i, en cadascuna de
les seves arestes, posar una etiqueta a; segons en quina aresta de X es projecta, i una fletxa per a indicar
en quin sentit ho fa, com feiem en la Secci6 4.1. De cada vertex v € X surt exactament una aresta amb
I'etiqueta a;, corresponent a I'Ginic aixecament del cami 4; a X comengant en v; de la mateixa manera, a
cada vértex v € X hi arriba exactament una aresta (que pot coincidir amb I'anterior) amb I'etiqueta a;,
corresponent a |'Gnic aixecament del cami 77 a X comengant en v. Per tant, el nombre d’arestes de X és n
vegades el seu nombre de vértexs. Els vertexs de X sén la fibra de xp, aixi que n’hi ha tants com el grau de p
(que pot ser infinit). Pero si p té grau k < oo, aleshores X és un graf amb k vértexs i nk arestes. En resum,
si p: (X, Xo0) = (X, x0) és un espai recobridor de grau finit k < co del bouquet de n < oo circumferéncies,
aleshores podem pensar-lo com un graf amb k vértexs i nk arestes, amb un d'aquests vértexs (el punt base)
destacat i les arestes orientades i etiquetades amb les lletres aq, ..., a, de forma que en cada vértex hi entra
i en surt exactament una aresta amb cada etiqueta.

Utilitzant la correspondéncia entre espais recobridors arcconnexos i subgrups del grup fonamental, po-
dem traduir el resultat anterior sobre espais recobridors a un resultat sobre els subgrups del grup lliure
Fn = m1(X, x0). Recordem que el grau d'un espai recobridor arcconnex es tradueix en l'index del subgrup
corresponent, per la Proposicié 2.18. Per tant, traduint el resultat combinatori anterior, podem obtenir el
teorema seguent:

Teorema 4.11 (Férmula de Schreier). Tots els subgrups d'index k finit del grup lliure de rang n finit sén
isomorfs entre si. Concretament, tots son lliures de rang nk — k + 1.

Demostracié. Qualsevol subgrup d'index k del grup lliure F,, és isomorf al grup fonamental d'algun espai
recobridor arcconnex de grau k del bouquet de n circumferéncies. Per la discussi6 prévia al teorema, aquest
espai recobridor arcconnex és un graf arcconnex amb k vértexs i nk arestes. Pel Corollari 4.8, el seu grup
fonamental és lliure de rang nk — k + 1. O

Aquesta forma de pensar els subgrups d'index k del grup lliure F, com grafs amb punt base amb k
vértexs i nk arestes orientades i etiquetades és molt fructifera. Per exemple, com que de grafs amb un
nombre finit de vértexs i d'arestes n’hi ha un nombre finit, deduim que, per a cada k < oo, F,, té un nombre
finit de subgrups d'index k, aixi que F,, té un nombre infinit numerable de subgrups d'index finit. A la Secci6
4.1 vam veure que F, tenia un nombre infinit no numerable de subgrups, aixi que la gran majoria d’ells han
de ser d'index infinit: com que només F, només té una quantitat numerable de subgrups d'index finit, el
nombre de subgrups de F, d'index infinit ha de ser infinit no numerable.
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De fet, estudiant més detingudament aquests grafs, podem donar una férmula recursiva per al nombre
de subgrups d'index k de F,. Concretament, recuperarem la segiient férmula, publicada originalment el
1949 per Marshall Hall, amb una demostracié algebraica (veure [Hal49]):

k—1
Nin = k(K™ = "[(k = )" N,
i=1

on Ny , és el nombre de subgrups d'index k de F,, i sabem que Nj , = 1 per a tot n, perqué tot grup és
el seu anic subgrup d'index 1. La demostracié va ser lleugerament modificada i relacionada amb la teoria

d'espais recobridors per Jin Ho Kwak i Jaeun Lee a [KLO1]. Aqui ens basem en el raonament exposat a
[NS06].

Donem el raonament per a Fp, que sera facilment generalitzable a F,, amb n finit arbitrari. Ja sabem
que per a comptar els subgrups d'index k de F, basta comptar (les classes d'isomorfisme preservant punt
base de) espais recobridors arcconnexos de grau k de S! vV S' amb punt base xo. També hem vist que
podem representar qualsevol espai recobridor (arcconnex o no) com un graf amb k vértexs (la fibra de xp) i
2k arestes orientades amb etiquetes a, b (segons si es projecten en una o altra de les dues circumferéncies
de S* v St i en quin sentit) de forma que a cada vértex hi arriba i en surt exactament una aresta amb cada
etiqueta.

L'observacié clau és que, per aquesta altima propietat, podem codificar un tal espai recobridor com un
parell de permutacions de k elements (una per cada generador de F;), és a dir, com un element de Sy x Sk.
Per a fer-ho etiquetem els vértexs de I'espai recobridor amb els nombres 1,2, ..., k, on posem |'etiqueta 1
al punt base per conveniéncia i etiquetem la resta de vértexs de qualsevol manera. Ara, podem construir
una permutacié o, € Sk mirant les arestes amb etiqueta a (i una altra permutacié op € Sk mirant les que
tenen |'etiqueta b) interpretant una aresta que vagi del vértex i al vértex j com dient que o,(/) = j. Aixi,
associem a aquest espai recobridor I'element (o4, o) € Sk x Sk. Es facil veure com invertir aquest procés
per a trobar un espai recobridor associat a qualsevol element de S, x S.

Exemple 4.12. Suposem, per exemple, que volem obtenir els subgrups de F, d'index 2.  Per
la discussi6 anterior, n'hi haura com a molt quatre, corresponents als quatre elements de
S» x S = {(id,id), (id, 7), (7,id), (7, 7)}, on 7 = (1,2) € S». Els espais recobridors corresponents es-
tan representats a la Figura 14. Anomenem aquests quatre espais recobridors p;: (X, x;) — (X, xp),
i = 1,2,3,4 en el mateix ordre que en la Figura 14 (el punt base de cadascun d'ells és el vértex amb
I'etiqueta 1, destacat en el dibuix). Per comoditat, ens referirem a cadascun d'ells per la tupla (X}, x;, p;)-

2 2 2 2
A b a b
b b a a ay a b Yb
8 g a b
1 1 1 1

Figura 14: Els espais recobridors de grau dos de S' Vv S!, associats, respectivament, als elements
(id,id), (id, 7), (7,id) i (7, 7) de Sz x S, on 7 = (1, 2)

Observem, perd, que no podem dir directament a partir d'aixo que F tingui quatre subgrups d'index
dos. D'una banda, per a comptar els subgrups, és clar que hem de descartar (X1, X1, p1), perqué no és
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arcconnex.

D’altra banda, si volem concloure que els altres tres donen lloc a tres subgrups diferents, una manera
de fer-ho és comprovar que no existeix entre ells cap isomorfisme d’espais recobridors que preservi el punt
base. D'una banda, ()~<4,>?4,p4) no és isomorf als altres perqué )~<4 hauria de ser homeomorf a 22,)?3,
perd, mentre que X» i X3 es poden desconnectar eliminant-ne un sol punt (qualsevol dels seus vértexs), el
mateix no és cert per a X 4. Podem raonar que tampoc existeix un isomorfisme preservant el punt base entre
(X2,Xx2,p2) i (X3,x3,p3) perqué l'aresta a tancada en 1 del primer hauria d'anar a una aresta a tancada
en 1 en el segon, perd no n’hi ha cap.

Una altra manera de veure que els subgrups associats sén diferents és utilitzant la caracteritzacié dels
seus elements demostrada a la Proposicié 2.17, que ens diu que un element de 71(X, xo) = Fy, 5} pertany

a (p,-)*(m()?;,j?,-)) si i només si és la classe d’homotopia d'un cami en X tancat en xp tal que el seu
aixecament a X; comengant a X; és tancat en x;. Pero un element de m1(X, x0) és una paraula reduida
en {a, b}, i trobar 'aixecament a X; comencant en x; d'un representant de la classe d"homotopia que
representa aquesta paraula és molt senzill: basta comencar en el punt Xx; i, a mesura que anem llegint les
lletres de la paraula, anar seguint les arestes de X; que tinguin per etiqueta cadascuna de lletres que llegim
(en el sentit de la fletxa si la lletra apareix amb exponent 1 i a I'inrevés si apareix amb exponent —1). Per
exemple, la paraula bab™! € F, = m1(X, x0) pertany a (p2)«(m1(X2, X2)): el cami corresponent a X»
comenca al vértex 1, puja al vértex 2 per |'aresta orientada de 1 a 2 amb etiqueta b, dona una volta a I'aresta
amb etiqueta a en el sentit de la fletxa, i torna a baixar al vértex 1 per |'aresta amb etiqueta b orientada de
1 a 2, ara recorrent-la en sentit contrari a la fletxa. Com que aquest cami ha resultat ser tancat, deduim
que bab™! € (p2).(m1(X2,X2)). Fent el mateix amb I'espai recobridor (X3, X3, p3), veiem que el cami
corresponent a la paraula bab™! no és tancat, aixi que bab™! ¢ (p3)«(m1(X3,X3)). Inspeccionant els grafs
és facil trobar, per a cada dos d'aquests espais recobridors, un element que estigui en el subgrup associat a
un perd en el de l'altre, concloent que els tres subgrups associats sén diferents.

En qualsevol cas, concloem que F, té exactament tres subgrups d'index 2. De fet, podem calcular-
ne generadors explicitament utilitzant el teorema de Seifert-van Kampen, tal com vam fer a la Seccié
4.1. Fent-ho, trobem que els tres subgrups d'index 2 de Fy, ) = F> sén (a, b?, bab1), (b, a% aba~t) i
(a%,ab™1, b?).

Per a fer el mateix per a un index k genéric, una primera aproximacié seria dir que el nombre de subgrups
d'index k de F, és (k!)?, perd I'exemple anterior ens mostra que, per tal de no sobrecomptar els subgrups,
en primer lloc, hem de descomptar els espais recobridors no arcconnexos (per exemple, el corresponent a
(id,id) € Sk x Sk per a k > 2) i, en segon lloc, hem de comptar com un de sol tots els espais recobridors
arcconnexos que siguin isomorfs preservant el punt base.

El segon problema és facilment solucionable: observem que els espais recobridors només tenen un punt
distingit, el punt base, mentre que quan els comptem com elements de S, x S estem afegint etiquetes
a tots els altres kK — 1 vértexs, i és clar que canviar aquestes etiquetes no canvia la classe d'isomorfisme
preservant el punt base de |'espai recobridor. Reciprocament, si dos espais recobridors p: (X X0) = (X, x0),
p: ()?, Xp) — (X, x0) sén isomorfs preservant el punt base, com que I'isomorfisme ha de preservar la fibra
de xg, els vértexs d'un han d'anar als vértexs de |'altre. A més, si X té una aresta amb I'etiqueta a (o,
respectivament, b) d'un vértex amb ['etiqueta i a un vértex amb |'etiqueta j, si I'isomorfisme envia els
vértexs i, j a vértexs /', ' de )~<,, és facil veure per definicié d'isomorfisme d'espais recobridors que I'aresta
amb etiqueta a (resp., b) de i a j ha d'anar a parar a una aresta de i’ a j/ amb etiqueta a (resp., b). Per
tant, els elements de S, x Si corresponents als dos espais recobridors sén el mateix llevat de reetiquetar
els vértexs 2, ..., k. Per tant, un cop comptats els elements de S, x S que donen lloc a espais recobridors
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arcconnexos, per a obtenir el nombre de subgrups d'index k, haurem de dividir el resultat per (k — 1)! per
a no tenir en compte les k — 1 etiquetes dels vértexs 2, ..., k.

Ja estem en situacié de donar la demostracié de la férmula de Marshall Hall, com a minim per a Fo:

Teorema 4.13. E/ nombre Ny de subgrups de d’'index k de F, ve donat per

k—1

Nie = k(K1) = [(k = D)IN;.

i=1

Demostracié. Ho demostrem per induccié. Es clar que que la férmula és certa per a n = 1, perqué
1(1) =0 =1 = Nj. Per tant, podem suposar que la férmula és certa per a tots els nombres naturals menors
que n i demostrar-la per a n.

Per tota la discussi6 prévia al teorema, partim dels (k!)? elements de Sy x Sx. Hem de comptar quants
d’ells donen lloc a espais recobridors no arcconnexos de S' vV S!, restar-ho de (k!)? i dividir el resultat per
(k — 1)! per a tenir el nombre de subgrups d'index k de F;.

Per a comptar el nombre d'elements de S, x Si que donen lloc a espais recobridors no arcconnexos,
sumem sobre el nombre i de vértexs en la component arcconnexa del punt base (que té I'etiqueta 1) en
I'espai recobridor corresponent a I'element de Si x Si. El nombre i sempre és com a minim 1, perqué el
punt base sempre esta connectat a si mateix. Tampoc estem interessats en els valors de i > k, perqué no
té sentit que i > k i quan i = k |'espai recobridor és arcconnex, i només volem restar els no arcconnexos.
Per tant, sumem sobre i =1, ..., k — 1.

Per a cada /, hem de triar, d'entre els k — 1 vértexs etiquetats diferents del punt base, quins i — 1
estan connectats al punt base. El nombre de maneres de fer aixo és (If:ll) Aquesta component arcconnexa
correspondra, oblidant-nos de les etiquetes dels i — 1 vértexs diferents del punt base, a un subgrup de F;
d'index 7, i d'aquests n’hi ha N;. Un cop triat el subgrup de F, d'index i a qué correspondra aquesta
component connexa, hi ha (i — 1)! maneres de triar quin vértex té cada etiqueta. Els k — i vértexs restants
poden estar o no estar connectats entre ells, aixi que les arestes a i b entre ells poden definir-hi dues

permutacions qualssevol. Tenim ((k — i)!)? formes de definir aquestes dues permutacions.

Ajuntant-ho tot i dividint per (k — 1)!, com ja hem justificat que haviem de fer, obtenim que

kN2 — S (D N7 — D)I((k — i))2 k-1
Nk:() 2,1(,(_1(1)1()! )(( ))Zk(k!)—Z[(k—i)!]N,-. .

i=1

Corol'lari 4.14. El nombre Ny , de subgrups d'index k de F,, ve donat per

k—1

Nien = k(KD)™ = "[(k = )" N .

i=1
Demostracié. L'argument és el mateix que en el cas de rang 2, només que ara les arestes tenen n etiquetes

. n) .
{a1, a2, ..., an}. Partint dels (k!)" elements de Si x Sk x -+ X Sk, un argument completament analeg al
del cas de rang 2 condueix a la férmula de I'enunciat. O
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5. Conclusions

L'objectiu principal d'aquest treball era demostrar el Teorema 3.13, donant una bijecci6 entre les classes
d'isomorfisme preservant punts base dels espais recobridors arcconnexos d'un espai topoldgic arcconnex,
localment arcconnex i semilocalment simplement connex i els subgrups del seu grup fonamental. Per a donar-
ne una demostracié, hem hagut de passar per alguns resultats técnics, com els lemes d'aixecament de la
Secci6 3.2 i, sobretot, la construccié del recobriment universal al Teorema 3.4. Després, els espais recobridors
corresponents a la resta de subgrups del grup fonamental es podien construir facilment identificant punts
del recobriment universal.

Un cop demostrada, hem vist que la correspondéncia ens permetia donar demostracions senzilles i visuals
de teoremes no trivials sobre els subgrups dels grups lliures. En aquest treball hem vist quatre exemples
d'aquest tipus d'aplicacions: hem trobat, en qualsevol grup lliure de rang finit o infinit numerable, subgrups
de qualsevol rang finit o infinit numerable, i hem demostrat el teorema de Nielsen-Schreier, la férmula de
Schreier i la férmula de Marshall Hall per al nombre de subgrups d'un index finit fixat d'un grup lliure de
rang finit.

La idea d'estudiar els subgrups dels grups lliures utilitzant grafs mitjancant la correspondéncia amb
espais recobridors es va originar el 1983 amb ['article [Sta83] de Stallings, i des d'aleshores ha evolucionat
cap a un punt de vista més combinatori i ha trobat moltes aplicacions. Una continuacié natural d'aquest
treball consistiria a entendre la versié combinatoria de la teoria, on els espais recobridors s'interpreten com
automates (de Stallings), i estudiar més aplicacions, com les que apareixen a [DV24]. D'altra banda, partint
directament del punt en qué ho hem deixat en aquest treball, després de comptar quants subgrups d'index
k té Fy, I'article [NS06] compta quants d'aquests subgrups sén normals, perd només per a alguns indexs
k amb unes descomposicions en factors primers determinades. També es podria continuar investigant si es
poden trobar férmules per al nombre de subgrups normals d’altres indexs k o si els resultats de [NS06] es
poden generalitzar a grups lliures de rang finit genéric.

Una continuacié de caire més topologic podria consistir en el calcul del grup fonamental d'altres espais
topologics. Es ben sabut que tota superficie topologica compacta i connexa és homeomorfa o bé a I'esfera,
o bé a la suma connexa de g tors o bé la suma connexa de g plans projectius (g > 1), perd perqué aixo sigui
realment una classificacié cal demostrar que cada dues de les superficies de la llista no sén homeomorfes
entre si. Una manera de fer-ho és calcular els seus grups fonamentals, cosa que es pot fer amb el teorema de
Seifert-van Kampen, i demostrar que aquests grups no sén isomorfs entre si. Aixd esta fet, per exemple, a
[Hat02] i a [Mas77]. Un altre grup fonamental que seria interessant de calcular és el de I'arracada hawaiana,
que ens ha aparegut al treball peré que no I'hem arribat a calcular completament. Una referéncia per a
continuar investigant en aquesta linia és [dS92].

Per tant, en acabar aquest treball, se’'ns presenten moltes linies d'investigacié diferents, d'esperit més
algebraic o més topologic segons el cas. Aixo ens mostra una vegada més el valor tedric dels resultats que
aconsegueixen relacionar diferents arees de les matematiques, com en aquest cas la topologia i la teoria de

grups.
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