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Resum

Catala

En aquest treball de fi de grau s’estudien els grups hiperbolics en el marc dels grups
finitament generats. L’objectiu principal és presentar-ne una caracteritzacié geometrica i
mostrar que la hiperbolicitat no depen del sistema de generadors escollit, siné que és una
propietat inherent del grup. Per fer-ho, primer s’introdueix la nocié d’hiperbolicitat en
espais metrics geodesics i, després, es defineix el graf de Cayley, que permet interpretar
geometricament un grup finitament generat. A continuacié, es demostra que els grups
hiperbolics tenen el problema de la paraula resoluble i s’estudia la frontera de Gromov.
Finalment, se’'n dona una aplicacié concreta en el cas O-hiperbolic del grup lliure, amb
I’objectiu de demostrar que el subgrup de punts fixos d’un automorfisme d’un grup lliure
finitament generat és finitament generat.

English

In this bachelor’s thesis, we study hyperbolic groups in the setting of finitely generated
groups. The main objective is to present a geometric characterization of these groups and
to show that hyperbolicity does not depend on the chosen generating set, but is instead an
intrinsic property of the group. To do this, we first introduce the notion of hyperbolicity
in geodesic metric spaces and then define the Cayley graph, which makes it possible to
interpret a finitely generated group geometrically. We then prove that hyperbolic groups
have a solvable word problem and study the Gromov boundary. Finally, we give a concrete
application in the 0-hyperbolic case of free groups, with the aim of proving that the fixed
subgroup of an automorphism of a finitely generated free group is finitely generated.
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Introduccio

<Pero tot allo que es pugui anomenar rigor es perd precisa-
ment quan les coses esdevenen interessants i no trivials.>

— Mikhail Gromov

La teoria dels grups hiperbolics és molt extensa. En el context de la teoria geometrica de
grups, Mikhail Gromov en va ser el principal impulsor durant la decada de 1980, en un
intent de generalitzar el moén dels grups lliures (Seccié 2.1) incorporant-hi un component
més geometric. Les seves notes sobre grups hiperbolics, recollides a [9], no tenien la forma
d’una exposicié sistematica i completament detallada, siné que presentaven un conjunt
d’idees, intuicions geometriques, enunciats i esbossos de demostracions que han servit de
punt de partida per a molts desenvolupaments posteriors.

Aquesta combinacié d’intuicié geometrica i dificultat tecnica, juntament amb la riquesa
del seu abast, explica que la teoria dels grups hiperbolics continui sent avui dia una
area activa de recerca. Amb els anys han aparegut diversos llibres i articles que n’han
desenvolupat els fonaments amb més detall. Per qiiestions d’espai, no podem citar-los
tots; tanmateix, entre les referencies que han constituit la base d’aquest estudi destaquem
12), [1], [10], [13], [4], [8] i [3].

Ates que els continguts que tractarem no formen part habitualment del programa del
grau, aquest treball pretén ser una introduccié al tema, comencant des dels fonaments i
arribant a alguna aplicacié concreta.

En el marc dels grups finitament generats, cal observar que parlar de “grup hiperbolic”
amaga una qiiestio essencial: la hiperbolicitat és una propietat inherent al grup i, per
tant, no depen del sistema de generadors escollit. Aquesta constatacié, que sera el motor
del treball i un dels primers resultats centrals que caldra demostrar per veure que la nocié
de grup hiperbolic esta ben definida, planteja dos camins que haurem de recérrer. Per
una banda, haurem de definir en que consisteix la hiperbolicitat en un espai metric i, per
altra banda, haurem de trobar eines per associar a un grup una nocié a priori geometrica.
En consonancia amb aquest plantejament, el primer capitol estara dedicat a introduir les
eines metriques necessaries. En particular, definirem la nocié d’hiperbolicitat en espais
metrics geodesics i introduirem la geometria a gran escala, que permet identificar espais
metrics que, vistos de lluny, presenten una geometria semblant. Aquesta eina sera fona-
mental per poder afirmar, més endavant, que el sistema de generadors no és rellevant a
I’hora de distingir els grups hiperbolics dels que no ho sén.

El segon capitol comencara amb la construccid dels grups lliures, que sén fonamentals
en teoria de grups, ja que tot grup es pot veure com un quocient d'un grup lliure (Te-
orema 2.2.1). Més enlla de U'interes propi d’aquest resultat, en aquest treball els grups
lliures juguen un paper especial perque, com veurem, constitueixen un cas particular de
grups hiperbolics. En aquest sentit, la nocié de grup hiperbolic pot entendre’s com una
generalitzacié geometrica de la geometria dels grups lliures.

També introduirem les presentacions de grups i el graf de Cayley associat a un grup
finitament generat. Aquest graf depen del sistema de generadors escollit; tanmateix,
gracies a la geometria a gran escala definida en el primer capitol, veurem que els grafs de
Cayley associats a diferents sistemes finits de generadors son equivalents des del punt de
vista quasi-isometric (Proposici6 2.3.6).



Introduccié

A I'altim capitol recollirem tot el que s’ha desenvolupat anteriorment per definir els grups
hiperbolics. A grans trets, podem avancar que un grup finitament generat sera hiperbolic
si, per a algun sistema finit de generadors —i, per tant, per a qualsevol—, la realitzacio
geometrica del seu graf de Cayley és un espai hiperbolic. La feina feta en els capitols
anteriors permetra formular aquesta definicié de manera natural. També veurem una
propietat important dels grups hiperbolics: mitjangant 1’algorisme de Dehn, es pot de-
mostrar que tenen el problema de la paraula resoluble, fet que no és cert per a tots els
grups finitament presentats.

Dins d’aquest mateix capitol, anirem més enlla i definirem la frontera de Gromov, dotant-
la d’una metrica que indueix una topologia. En el cas dels grups lliures, aquesta frontera
es podra descriure de manera especialment explicita i donara lloc a una compactificacio
natural de F. Finalment, en veurem una aplicaciéo a un resultat algebraic: el subgrup
de punts fixos d’un automorfisme d’un grup lliure finitament generat és finitament ge-
nerat. D’aquesta manera, el treball es tancara mostrant com, per demostrar un resultat
purament algebraic, és possible fer servir eines geometriques i topologiques. Aquest sera,
en definitiva, el fil conductor de tot el treball: veure com la geometria permet revelar
propietats profundes dels grups.



Capitol 1:
Espais Hiperbolics

L’objectiu d’aquest capitol és introduir la nocié d’hiperbolicitat en el sentit de Gromov
a partir dels conceptes metrics basics necessaris. A diferencia de la geometria Riemanni-
ana classica, aqui no treballarem amb curvatura definida localment, siné amb propietats
globals dels espais metrics. En particular, ens interessara la geometria a gran escala:
aquella que estudia la forma dels espais quan s’observen des de lluny i que, per tant,
ignora els detalls locals. L’eina adequada per formalitzar aquesta perspectiva és la quasi-
isometria. Introduirem també les quasi-geodesiques, fins a arribar a les definicions d’espai
hiperbolic i d’espai quasi-hiperbolic, i veurem que ambdues sén equivalents en el cas ge-
odesic. Aquest capitol es basa principalment en el llibre de Loh [12, Capitols 5 i 7], amb
algunes adaptacions a la notacio i als objectius d’aquest treball.

1.1 Geometria a gran escala

Definicié 1.1.1. Un espai meétric és una parella (X, d) formada per un conjunt X i una
aplicacio
d: X x X — RZO

que satisfa les propietats segiients:
(i) Ve,y € X, d(z,y) =0 <= z=y;
(ii) Vo,y € X, d(z,y) = d(y,z);
(iii) Vz,y,z € X es compleix la desigualtat triangular: d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).
La funci6 d s’anomena distancia.

En la resta de definicions i observacions d’aquest capitol, considerarem, llevat que s’indiqui
el contrari, espais metrics (X, dx) i (Y, dy), i una aplicacié f: X — Y. Quan les metriques
siguin clares pel context, farem un abis de notacié i direm simplement que X i Y son
espais metrics.

Definicié 1.1.2. Diem que f és una immersid isométrica si Ve, 2’ € X, dy (f(x), f(2)) =
dx(z,z'). Si, a més, existeix una immersié isometrica g: ¥ — X tal que fog = idy i
go f =idy, diem que f és una isometria. X i Y sén isomeétrics si existeix una isometria
entre ells.

Observacié 1.1.3. Tota immersié isometrica és injectiva. En efecte, si f(z) = f(2'),
aleshores

dx(z,2') = dy(f(z), f(z')) =0,

i per tant x = 2. Aix0 justifica el terme immersid. O]

Definicié 1.1.4. Una aplicacid f': X — Y esta a distancia finita de f si existeix r € Rxg
tal que per a tot x € X dy(f(z), f'(x)) < r. També direm, simplement, que f i f" estan
a distancia finita.

Diem que f té quasi-inversa si existeix una aplicaciéo g: Y — X tal que g o f esta a
distancia finita de idx i f o g esta a distancia finita de idy.
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Definicié 1.1.5. Diem que f és una immersio quasi-isomeétrica si existeixen ¢ € Ryq i
b € Ry tals que f és una immersid (c,b)-quasi-isométrica; és a dir,

Vo, o' € X, %dx(x,x') —b<dy(f(x), f(z") <cdx(z,2") +b.

Si, amés, f té quasi-inversa, diem que és una quasi-isometria. X i'Y sén quasi-isometrics
si existeix una quasi-isometria X — Y. En tal cas escriurem X ~qg; Y.

Observacio 1.1.6. A diferencia d’una immersio isometrica, una immersié quasi-isometrica
pot no ser injectiva. O

Observacié 1.1.7. Podem suposar ¢ > 1 en la definicié d’immersié (¢, b)-quasi-isometrica,
ja que si ¢ < 1 n’hi ha prou de prendre ¢ = % i = g per obtenir una immersié (¢, V')-
quasi-isometrica amb ¢ > 1. O

Observacié 1.1.8. Si f és una immersio (c, b)-quasi-isometrica, aleshores és també una
immersi6 (¢, b')-quasi-isometrica per a tot ¢ > c i tot v > b. ]

Definicié 1.1.9. Sigui ¢ € R5y. Diem que f té imatge c-quasi-densa si per a tot y € Y
existeix x € X tal que dy(f(z),y) < c¢. Diem que f té imatge quasi-densa si existeix
c € Ryg tal que f té imatge c-quasi-densa.

Observacié 1.1.10. Si f té imatge c-quasi-densa, aleshores f té imatge ¢’-quasi-densa
per a tot ¢ € R5¢ tal que ¢ > c. ]

Proposicié 1.1.11. Sigui f: X — Y una aplicacid entre espais metrics (X, dx) i (Y, dy).
Llavors:

f €s una itmmersio quasi-isometrica

f és una quasi-isometria <= . .
amb tmatge quasi-densa.

Demostracio. Per demostrar la implicacié cap a la dreta, suposem que f és una quasi-
isometria. Per definicid, existeix una immersié quasi-isometrica que n’és quasi-inversa,
g:Y — X. A més, fogesta a distancia finita de idy. Per tant, existeix ¢ € R tal
que per a tot y € Y dy(f(9(v)),y) < ¢. Aixi, per a tot y € Y, prenent x = ¢(y), obtenim

dY(f<x)7y) S C.
Per demostrar la implicacié cap a l'esquerra, suposem que f és una immersiéo quasi-

isometrica amb imatge quasi-densa. Per I’Observacié 1.1.8 i ’Observacié 1.1.10, triant
una constant prou gran, podem suposar que

Va, o' € X, %dx(x,x’) —c <dy(f(z), f(2") < cdx(x,2") + ¢,

i també que
VyeY dr e X dy(f(x),y) <c.

Pel fet que la imatge de f és quasi-densa, per a cada y € ¥ podem triar un punt z, € X
tal que dy (f(zy),y) < c. Usant 'axioma de I'eleccié, obtenim aix{ una aplicacid

g: Y — X
Y — Ty.

Vegem que g és una quasi-inversa de f.
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Per construcciod, per a tot y € Y tenim dy (f(9(vy)),y) = dy(f(z,),y) < c. D’altra banda,
per a tot € X, usant que f és una immersié quasi-isometrica i que, per I’Observacio
1.1.7, podem suposar que ¢ > 1, tenim

dx(9(f(x)),z) = dx(xs@), T)
< cdy(f(zp)), f(2)) +
<c-c+c?

= 2¢°.

Aixi, f o g esta a distancia finita de idy i g o f esta a distancia finita de idy.
Només queda comprovar que g també és una immersié quasi-isometrica. Siguin y,y’ € Y,
aleshores dx(g(y), 9(v')) = dx(xy, zy). Per la desigualtat quasi-isometrica de f, tenim

cdy (f(zy), f(xy)) + ¢

c(dy (f(xy),y) +dv(y,y') +dv (Y, f(zy))) + ¢
c(dy(y, v+ 20) + 2

cdy(y,y') + 3¢

dx(y, y)

VAR VAR VAN

Aix0 dona la cota superior.
Per a la cota inferior, usant de nou que f és una immersio quasi-isometrica, obtenim

dx(9(y), 9(v')) = dx(zy, z)

Ly (f(a,), flay)) — 1

>

Z %(dy(y,y’) - dy(f(ffy),y) - dY(f(xy')7y,)) 1
> %dy(y,y’) Sy

= 1dy(y,y) -3

Per tant, g és una immersié quasi-isometrica. A més, hem vist que fogi go f estan a
distancia finita de les identitats respectives. Aixi doncs, g és una quasi-inversa de f, i per
tant f és una quasi-isometria. m

Observacié 1.1.12. Siguin X,Y i Z espais metrics.

1. Tota aplicacié a distancia finita d’'una immersié quasi-isometrica és una immersio
quasi-isometrica.

2. Tota aplicacio a distancia finita d’una quasi-isometria és una quasi-isometria.
3. Siguin f, f': X — Y aplicacions a distancia finita.

1) Sig: Z — X és una aplicacid, llavors fo g i f' o g estan a distancia finita.

2) Sig:Y — Z és una immersi6 quasi-isometrica, llavors go f i go f’ també estan
a distancia finita.

4. La composicié d’immersions quasi-isometriques dona lloc a una immersié quasi-
isometrica. Més concretament, si f: X — Y és una immersi6 (¢, b)-quasi-isometrica
isig:Y — Z ésunaimmersié (¢, b')-quasi-isometrica, llavors go f és una immersié
(ed, b+ V')-quasi-isometrica.
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5. La composicié de quasi-isometries dona lloc a una quasi-isometria.

Demostracio.
1. Siguin f, f': X — Y aplicacions a distancia finita, i suposem que f és una immersié
(¢, b)-quasi-isometrica. Existeix r > 0 tal que

dy (f(z), f'(z)) <r per a tot x € X.

Aleshores, per a tot x1, 29 € X,

dy (f'(z1), ['(22)) < dy (f'(21), f(21)) + dy (f(21), f(22)) + dy (f(22), f'(22))
< cdx(xy,z9) + b+ 2r.

D’altra banda,

dy (f'(w1), f'(x2)) 2 dy (f(21), f(2)) = dy (f(21), ['(21)) = dy (f (z2), f'(22))

Per tant, f’ és una immersi6 (¢, b + 2r)-quasi-isomeétrica.

2. Sigui f: X — Y una quasi-isometria i sigui f': X — Y una aplicacié a distancia finita
de f. Pel punt anterior, f’ és una immersié quasi-isometrica. A més, com que f és una
quasi-isometria, per la caracteritzacio de les quasi-isometries de la Proposicié 1.1.11, la
imatge de f és quasi-densa en Y.

Aixi, existeixen R,r > 0 tals que

VyeY dz e X dy(y, f(z)) <R

dy (f(z), f'(z)) <r per a tot x € X.

Per tant,
dy (y, f'(z)) < dy(y, f(x)) +dy(f(z), f'(z)) < R+

Aixi, la imatge de f’ és quasi-densa. Com que f’ és una immersié quasi-isometrica amb
imatge quasi-densa, de nou per la Proposicié 1.1.11, f’ és una quasi-isometria.
3. Siguin f, f': X — Y aplicacions a distancia finita, i sigui » > 0 tal que

dy (f(z), f'(z)) <r per a tot x € X.

3.1) Si g: Z — X és una aplicacié, aleshores, per a tot z € Z,

dy ((f 0 9)(2), (f 0 9)(2)) = dv (f(9(2)), ['(9(2))) <

Per tant, f o g i f’ o g estan a distancia finita.
3.2) Suposem ara que g: Y — Z és una immersié (¢, b)-quasi-isometrica. Aleshores, per
atotr e X,

dz((go f)(x), (g0 f)(z)) = dz(g(f(2)), 9(f'(2)))
<cdy(f(x), f'(x)) +b
<ecr+b.

Per tant, go f i g o f’ estan a distancia finita.

6
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4. Siguin f: X - Y i g: Y — Z immersions quasi-isometriques. Suposem que f és una
immersié (¢, b)-quasi-isometrica i que g és una immersié (¢, b')-quasi-isometrica. Alesho-
res, per a tot x,2’ € X,

dz(g(f(2)),g(f(2))) < dy(f(z), f(2)) + ¥
(ch (x,2' +b) + 0

=cddx(z, ')+ b+ V.

<
<c

D’altra banda, )
dz(9(f(2)), 9(f(2")) 2 Zdv(f(2), f(a')) =¥

1 /1
> o (de(x,x') - b) -
= Ed}((.’lﬁ,LE,) — g - b/

Per tant, si prenem ¢ = cc i b 1= max{cb+ b, L + b} =cb+1V, go f és una immersi6
(, b)-quasi-isometrica.

5. Siguin f: X — Y ig: Y — Z quasi-isometries. Pel punt anterior, go f és una immersio
quasi-isometrica. Només cal veure que té imatge quasi-densa.

Com que g és una quasi-isometria, la seva imatge és quasi-densa en Z: existeix Ry > 0
tal que per a tot z € Z existeix y € Y amb

dz(2,9(y)) < Ry.

Com que f és una quasi-isometria, la seva imatge és quasi-densa en Y: existeix Ry > 0
tal que per a tot y € Y existeix x € X amb

dy(y, f(x)) < Ry.

Si g és una immersi6 (¢, b)-quasi-isometrica, obtenim

dz(9(y), 9(f(x))) < cRy +b.
Per tant,

dz(z,9(f(7))) < dz(z,9(y)) +dz(9(y),9(f(2))) < Ry + cRy +b.

Aixi, laimatge de go f és quasi-densa en Z. Com que gof és una immersié quasi-isometrica
amb imatge quasi-densa, és una quasi-isometria. O

Definicié 1.1.13. Sigui L € R>y. Una geodésica de longitud L en X és una immersio
isometrica : [0, L] — X, on [0, L] esta dotat de la metrica induida de R. Diem que ~(0)
és el punt inicial de v i que (L) és el punt final de 7.

Diem que X és geodésic si, per a tot z,2’ € X, existeix una geodésica en X amb punt
inicial z i punt final z’.

A vegades, sobretot més endavant, quan no ens interessi la parametritzacio de la geodesica,
escriurem [x,y] per denotar la imatge d'una geodesica qualsevol que uneix z i y. Si hi ha
més d’una geodesica entre x i y, entendrem que n’hem fixat una.

Definicié 1.1.14. Sigui L € Ry isigui ¢ € R.. Diem que v: [0, L] — X és una geodésica
c-local si per a tot t,t" € [0, L] amb |t — /| < ¢ es té que d(~y(t),y(t')) = |t — t|.

Definicié 1.1.15. Siguin ¢ € Ryp i b € Rsy. Una (c,b)-quasi-geodésica en X és una
immersié (¢, b)-quasi-isometrica v: [0,t] — X, on t € R>g i [0,¢] esta dotat de la metrica
induida de R. Diem que 7(0) és el punt inicial de y i que ~y(t) és el punt final de 7.
Diem que X és (c,b)-quasi-geodésic si, per a tot x,z’ € X, existeix una (c,b)-quasi-
geodesica en X amb punt inicial z i punt final 2’.

7
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1.2 Hiperbolicitat i quasi-hiperbolicitat

Per a una geodesica v: [0, L] — X, escriurem im(7y) := ([0, L]). Amés,si A C X i >0,
denotarem per Bs(A) := {z € X : Ja € A tal que dx(z,a) < 4} el J-entorn de A.
Definicié 1.2.1. Un triangle geodésic en X és una tripleta de geodesiques (9,71, 72),
amb v;: [0, L;] = X per ai € {0,1,2}, tals que
Yo(Lo) = 71(0), Y1(L1) = 72(0), Y2(L2) = 70(0).

Diem que un triangle geodesic (o, 71, 72) és 0-prim si (Figura 1.1)

im(yp) € Bs(im(y1) Uim(ys)),

im(v;) C Bg(lm ) Uim 72)),

im(,) C Bs(im(7o) U im( 71)).

B (im72) Bg(im~1)
Figura 1.1: Triangle geodesic §-prim

Definicié 1.2.2. Sigui § € Rs(. Diem que X és d-hiperbolic si és geodesic i si tots els
triangles geodesics en X sén d-prims. Diem que X és hiperbolic si existeix 6 € Ry tal
que X és o-hiperbolic.

Observacié 1.2.3. Si X és d-hiperbolic, amb ¢ € Rsq, aleshores també és §’-hiperbolic
per a tot ¢ > 4. O
Observaci6é 1.2.4. Sigui 0 € R>o. En un espai d-hiperbolic, tot quadrilater geodesic
(70571572, 73) €8 20-prim; és a dir:

im(y0) € Bas(im(y1) Uim(y,) Uim(3s)),
im(71) € Bas (im(70) U im(y2) Uim(ys)),
im(7ys) C Bas (im(y0) U im(y1) Uim(ys)),
im(7y3) C Bas (im(y0) U im(y1) Uim(ys))

Y2

71
73
7o

Figura 1.2: Quadrilater geodesic
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Demostracio. Comencem tracant una diagonal geodesica que uneixi el vertex comu de ~q
i3 amb el vertex comu de 73 1 72, la qual anomenem 4" (vegeu la Figura 1.2). Aquesta
diagonal divideix el quadrilater en dos triangles geodesics:

T = (0. m.7") 1 Ty = (7, 72,73).

Analitzem primer el costat . Sigui z € im(7p). Com que X és d-hiperbolic, el triangle
Ty és 0-prim. Per tant, existeix y € im(vy;) Uim(y’) tal que d(z,y) < 0.
Siy € im(71), aleshores ja tenim

d(z,im(y) Uim(yz) Uim(ys)) <4 < 26.
Si, en canvi, y € im(y'), apliquem la d-primesa del triangle T5. Aleshores existeix
z € im(y2) Uim(7ys)
tal que d(y, z) < 4. Per la desigualtat triangular,
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) < 20.

En qualsevol cas,
im(y0) € Bas (im(y1) U im(72) Uim(ys)).

El mateix argument aplicat al costat v;, també dins del triangle 77, dona
im (1) C By (im (o) U im(ys) Uim(ys)).

Finalment, aplicant el mateix raonament al triangle 75 i usant després la d-primesa de T}
per controlar els punts de la diagonal +/, obtenim

im(7yz) C Bas (im(y0) U im(y1) Uim(yz)),

im(7y3) C Bas (im(y0) Uim(yi) Uim(ys)).

Per tant, tot costat del quadrilater esta contingut en el 2d-entorn de la unié dels altres
tres costats. Aixi, el quadrilater geodesic és 20-prim. n

Observacio 1.2.5. El resultat de 'Observacié 1.2.4 es pot generalitzar. Més concreta-
ment, en un espai d-hiperbolic, tot poligon geodesic de n costats, amb n > 3, és (n — 2)4-
prim.

La idea de la demostracié és la mateixa que en el cas dels quadrilaters: es tracen diagonals
geodesiques que divideixen el poligon en triangles geodesics i s’aplica successivament la
o-primesa d’aquests triangles. Cada vegada que cal passar d'un triangle al segiient, la
cota augmenta com a molt en ¢, i aix0o dona la cota total (n — 2)J. O

Observacié 1.2.6. Si X és un espai geodesic i té diametre finit D; és a dir, D =
sup d(z,z’), lavors X és D-hiperbolic.

z,x'eX

Demostracio. Com que el diametre de tot 'espai és D, la distancia entre qualsevol parell
de punts de X és com a maxim D. Per tant, qualsevol punt d’un costat esta a distancia
menor o igual a D de qualsevol altre punt de I'espai (incloent els altres dos costats). Aixi,
I’espai és D-hiperbolic. O
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Definicié 1.2.7. Siguin ¢ € R.g i b,6 € R>. Un triangle (c,b)-quasi-geodésic en X és
una tripleta de (¢, b)-quasi-geodesiques (Yo, V1, 72), amb 7;: [0, L;] — X per ai € {0,1,2},
tals que

Yo(Lo) = 11(0), Y1(L1) = 72(0), Y2(L2) = 70(0).

Diem que un triangle (¢, b)-quasi-geodesic (Yo, v1,72) és d-prim si (Figura 1.3)

im (7o) € Bs(im(y1) Uim(y2)),
im(y1) C Bs(im(y) Uim(72)),
im(72) € Bs(im(vo) Uim(y1)).

Y2 Y1

0
By (im ) B (im~1)

Figura 1.3: Triangle quasi-geodesic d-prim

Definicié 1.2.8. Siguin ¢ € Ry i b,6 € R>j. Diem que X és (c, b, §)-quasi-hiperbolic si
és (¢, b)-quasi-geodesic i si tots els triangles (c, b)-quasi-geodesics en X sén 0-prims.
Siguin ¢ € R.g i b € Rsg. Diem que X és (¢, b)-quasi-hiperbolic si, per a tot ¢ € Ryq 1 tot
b € Ry tals que ¢ > ¢ 1 b > b, existeix ¢ € Ry tal que X és (¢, V', §')-quasi-hiperbolic.
Diem que X és quasi-hiperbolic si existeixen ¢ € Ry i b € Rx tals que X és (¢, b)-quasi-
hiperbolic.

Proposicié 1.2.9. Siguin X i Y espais metrics.
1. SiY és quasi-geodesic © X ~qr Y, llavors X també és quasi-geodesic.

2. Si'Y és quasi-hiperbolic, X és quasi-geodeésic i existeix una immersio quasi-isomeétrica
f: X =Y, llavors X també és quasi-hiperbolic.

3. 51t X ~or Y, llavors X és quasi-hiperbolic <= Y és quasi-hiperbolic.

Demostracio. Escriurem dy i dy per a les metriques de X 1Y, respectivament.

1. Suposem que Y és quasi-geodesic i que X ~qr Y. Sigui f: X — Y una quasi-isometria.
Per la caracteritzacié de les quasi-isometries, f és una immersié quasi-isometrica amb
imatge quasi-densa.

Per I’Observacié 1.1.8 i I’Observacio 1.1.10, triant una constant ¢ > 1 prou gran, podem
suposar que Y és (¢, ¢)-quasi-geodesic, que f és una immersié (c, ¢)-quasi-isometrica i que
f té imatge c-quasi-densa en Y.

Siguin z, 2’ € X. Com que Y és (¢, ¢)-quasi-geodesic, existeix una (¢, ¢)-quasi-geodesica

v:[0,L] =Y

10
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amb punt inicial f(x) i punt final f(2’). Podem suposar que L > 0; en el cas f(z) = f(2'),
podem prendre la quasi-geodesica constant en U'interval [0, 1], que és (¢, ¢)-quasi-geodesica
perque per ’Observacié 1.1.7 podem suposar que ¢ > 1.

Per la quasi-densitat de la imatge de f, per a cada t € [0, L] podem definir

Se:={z € X :dy(f(2),7(t)) <c} #0.

Com que v(0) = f(z)iv(L) = f(a'), tenim xz € Sy i 2’ € Sy.
Definim ara
{z} sit=0,
T, = {2/} sit=1L,
Sy site(0,L).
Tots els conjunts T; sén no buits. Per 'axioma de I'eleccié, podem triar un punt ~(¢) € T;
per a cada t € [0, L], i obtenim aixi una aplicacié

~:[0,L] — X.

Per construccio,

i, per a tot t € [0, L],
dy (f(5(2)),7(t)) < c.
Vegem que 7 és una quasi-geodesica. Siguin s,t € [0, L]. Per la desigualtat triangular i

pel fet que 7 és (¢, ¢)-quasi-geodesica,

dy (f(7(s)), F(3(1))) < dy ((s),¥(t)) + 2¢ < cfs — ] + 3¢,

Usant ara la cota inferior de la immersié quasi-isometrica f, obtenim
dx(3(s),7(t)) < ?|s — t| + 4%,

Amb un argument analeg,

dy (f(7(s)), F(Y(#))) = dy (7(s),7(t)) — 2¢ = %IS — 1| = 3c.

Usant ara la cota superior de la immersié quasi-isometrica f, deduim que

dx(3(),3(0) 2 s — ] =4

Per tant, 7 és una quasi-geodesica, per exemple una (c?, 4c?)-quasi-geodesica. Com que
x,x’ € X eren arbitraris, X és quasi-geodesic.

2. Suposem ara que Y és quasi-hiperbolic, que X és quasi-geodesic i que existeix una
immersio quasi-isometrica f: X — Y.

Triant constants comunes, podem suposar que existeixen ¢ > 11 b > 0 tals que Y és (¢, b)-
quasi-hiperbolic, X és (¢, b)-quasi-geodesic i f és una immersié (¢, b)-quasi-isometrica.
Volem provar que X és (¢, b)-quasi-hiperbolic. Siguin, doncs, ¢ > ¢ it/ > b. Com que X
és (c,b)-quasi-geodesic, per I’'Observacié 1.1.8 també és (¢, 0')-quasi-geodesic. Per tant,
només cal veure que tots els triangles (¢, ')-quasi-geodesics en X sén ¢'-prims per a
alguna constant ¢’ > 0.

Sigui (79,71, 72) un triangle (¢, 0')-quasi-geodesic en X. Aleshores

(foro, fom, for)

11
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és un triangle quasi-geodesic en Y. Més concretament, cada f o~y; és una (¢’,b”)-quasi-
geodesica on, segons ’Observacié 1.1.12.(4), podem prendre

d" = cd, b =cb +b.

Com que ¢’ > ¢cib” > b, icom que Y és (c,b)-quasi-hiperbolic, existeix § > 0 tal que tot
triangle (¢”,0")-quasi-geodesic en Y és d-prim. En particular,

im(f 0 ) C Bs(im(f o) Uim(f 0 72)),

i analogament per als altres dos costats.
Vegem que aixo implica que el triangle original en X és prim, amb una constant controlada.
Prenem x € im(,). Per la inclusié anterior, existeix u € im(7y;) U im(vz) tal que

dy (f(x), f(u)) < 6.

Com que f és una immersio (c, b)-quasi-isometrica,

Sdx () — b < dy (f(0), f (W) <5

Per tant,
dx(xz,u) < co + cb.

Aixo demostra que

im(v0) € Besier (im(y1) Uim(2)).
El mateix argument aplicat als altres dos costats dona les altres dues inclusions. Aixi, el
triangle (y0,71,72) és (¢d + ¢b)-prim.
Com que el triangle (¢, t')-quasi-geodesic era arbitrari, hem vist que, per a tot ¢ > ¢ 1 tot
b’ > b, existeix la constant §' = ¢d + ¢b tal que tots els triangles (¢, b')-quasi-geodesics en
X s6n ¢'-prims. Per tant, X és (¢, b)-quasi-hiperbolic, i en particular és quasi-hiperbolic.
3. Finalment, suposem que X ~¢g; Y. Si Y és quasi-hiperbolic, aleshores Y és quasi-
geodesic. Per lapartat (1), X també és quasi-geodesic. A més, existeix una quasi-
isometria f: X — Y, que en particular és una immersiéo quasi-isometrica. Aplicant
lapartat (2), obtenim que X és quasi-hiperbolic.
L’altra implicacié s’obté intercanviant els papers de X i Y, ja que una quasi-isometria
admet una quasi-inversa. Per tant,

X és quasi-hiperbolic <= Y és quasi-hiperbolic. O

La proposicié anterior mostra que la quasi-hiperbolicitat és invariant per quasi-isometries.
Tanmateix, el nostre objectiu és obtenir la propietat d’invariancia per a la hiperbolicitat
en el sentit de Gromov. El punt delicat és que una quasi-isometria no envia, en general,
geodesiques a geodesiques, sind a quasi-geodesiques. Per aquest motiu hem introduit la
noci6 auxiliar de quasi-hiperbolicitat.

1.3 Equivaléncia entre hiperbolicitat i quasi-
hiperbolicitat en espais geodesics

El resultat central d’aquesta seccié és que, en espais geodesics, la nocié auxiliar de la
quasi-hiperbolicitat coincideix amb la d’hiperbolicitat. Per demostrar-ho, necessitarem el
teorema d’estabilitat de les quasi-geodesiques: en un espai hiperbolic, una quasi-geodesica
es manté a distancia uniformement acotada de qualsevol geodesica amb els mateixos
extrems.

12
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Teorema 1.3.1. Sigui X un espai métric geodesic. Llavors:
X és hiperbolic <= X és quasi-hiperbolic.

Teorema 1.3.2 (Estabilitat de les quasi-geodesiques). Siguin ¢ € Ryg i b,0 € Rsy.
Aleshores ezisteiz una constant A € Rsog amb la propietat segient: si X és un espai
metric §-hiperbolic, si v: [0, L] — X és una (c,b)-quasi-geodésica i si ': [0,L'] — X és
una geodesica amb
7(0) =7(0), (L) =~(L),
llavors
im(y) € Ba(im(y)) 4@ im(7) € Ba(im(y")).

Demostrarem primer el Teorema 1.3.1 assumint el Teorema 1.3.2. La demostracié d’aquest
resultat d’estabilitat, més tecnica, es fara a continuacio.

Demostracio. (Teorema 1.3.1). Per demostrar la implicacié cap a I’esquerra, suposem que
X és quasi-hiperbolic. Aleshores existeixen ¢ € R.g 1 b € R>q tals que X és (¢, b)-quasi-
hiperbolic. Prenem C' := max{c, 1}.

Com que C' > ¢ ib > b, per la definici6 de (¢, b)-quasi-hiperbolicitat existeix § € Rx( tal
que X és (C, b, §)-quasi-hiperbolic.

Sigui (70,71,72) un triangle geodesic en X. Com que C' > 1, tota geodesica és, en
particular, una (C,b)-quasi-geodesica. Per tant, (y9,71,72) és un triangle (C,b)-quasi-
geodesic. Com que X és (C,b,d)-quasi-hiperbolic, aquest triangle és §-prim. Aixi, tots
els triangles geodesics en X sén d-prims, i per tant X és hiperbolic.

Per demostrar la implicacié cap a la dreta, suposem que X és hiperbolic. Aleshores
existeix § € R>( tal que X és d-hiperbolic. Volem demostrar que X és quasi-hiperbolic.
De fet, veurem que X és (1,0)-quasi-hiperbolic.

Siguin ¢ > 11 b € R5g. Com que X és geodesic, també és (c, b)-quasi-geodesic. Cal veure
que existeix una constant ¢’ € R tal que tots els triangles (¢, b)-quasi-geodesics en X
sén ¢’-prims.

Sigui (70,71, 72) un triangle (¢, b)-quasi-geodesic en X. Per a cada j € {0,1,2}, com que
X és geodesic, podem triar una geodesica 7; amb els mateixos extrems que 7;. Es a dir,
si y;: [0, L;] — X, prenem una geodesica v;: [0, L] — X tal que

%(0) = 75(0), (L)) = (Ly).

Aleshores (7(,71,75) és un triangle geodesic en X.
Pel Teorema d’estabilitat de les quasi-geodesiques (Teorema 1.3.2) aplicat amb les cons-
tants 0, ¢ 1 b, existeix una constant A € Rs( tal que, per a cada j € {0, 1,2},

im(7;) € Ba(im(y;)) 1 im(y;) € Ba(im(%})).
Com que X és d-hiperbolic, el triangle geodesic (7,7}, 75) és 0-prim. Per tant,
im(yy) C Bs(im(y;) Uim(v3)),

i analogament per als altres dos costats.
Vegem que el triangle original (y0,71,72) és (2A + §)-prim. Prenem x € im(y). Pel
Teorema 1.3.2, existeix 2’ € im(y() tal que

dx(z,2") < A.

13
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Com que el triangle geodesic (), 71, 74) és d-prim, existeix
y' € im(y}) Uim(3)

tal que
dx(z',y") <.

En particular, ¢’ € im(7;) per a k € {1,2}. Aplicant de nou el Teorema 1.3.2, existeix
y € im(y,) € im(y1) Uim(72)

tal que
dx(y',y) < A.

Per la desigualtat triangular,
dx(z,y) <dx(z,2') +dx(a",y) +dx(y,y) A+ 0+ A=2A+0.

Com que z € im(7y) era arbitrari, hem provat que

im(yo) € Baas(im(y1) Uim(v2)).

El mateix argument aplicat als altres dos costats dona

im(y1) € Boays(im(y0) Uim(y2)),

im(72) C Baass(im(yo) U im(y1))-

Per tant, qualsevol triangle (¢, b)-quasi-geodesic en X és (2A + §)-prim.

Com que ¢ > 11 b € Ry eren arbitraris, hem demostrat que, per a tot ¢ > 11 tot
b € Ry, existeix una constant ' = 2A + ¢ tal que X és (¢, b, ¢’)-quasi-hiperbolic. Aixi,
X és (1,0)-quasi-hiperbolic. En particular, X és quasi-hiperbolic. O

Queda pendent demostrar el Teorema 1.3.2. Per fer-ho necessitarem dos lemes auxiliars.
El primer controla la distancia d’una geodesica a una corba en un espai hiperbolic. El
segon permet substituir una quasi-geodesica arbitraria per una quasi-geodesica continua
amb constants controlades.

Lema 1.3.3 (Lema de 'arbre de Nadal). Sigui d € Rxq i sigui (X, d) un espai §-hiperbolic.
Siy:]0,L] = X és una corba continua i siy': [0,L'] = X és una geodésica amb

7(0) =7(0), (L) =~(L),
llavors, per a tot t' € [0, L'],
d(y(t'),im(y)) < 6 |logy (Lx ()] +1,
on Lx () denota la longitud de ~.

Demostracio. Si Lx () = 0o, no hi ha res a provar. Suposem, doncs, que Lx () < oc.
Si Lx () <1, aleshores la longitud de la geodesica 7 és

L' =d(y'(0),7'(L) = d((0),v(L)) < Lx(y) < 1.

Per tant, per a qualsevol ¢t € [0, L],
d(y'(t),im(7)) < d(y'(£),7'(0)) < L' <1 <6 |logy(Lx(7))|+1.

14
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Aixi, podem suposar que Lx(v) > 1.

Podem suposar sense perdua de generalitat que ~ esta parametritzada per longitud d’arc.
Escriurem ¢ := Lx () i mantindrem la notacié v: [0,¢] — X. Aixi, per a tot subinterval
la,b] C [0, /], la longitud de |44 és b — a.

Fixem t' € [0, L']. Triem N € N tal que

14 | < 14
ON+1 <= IN"
En particular,
N <log,(?).
Construirem inductivament punts
o, T1,..., Ty € X
i geodesiques og, 01, ...,0y amb les propietats segiients:

zo = (t'), xp € im(oy), els extrems de oy, pertanyen a im(7y), i aquests extrems delimiten
en v un subarc de longitud com a molt 2% A més,

d(xp_1,2) <9 perak=1,...,N.

Comencem amb g = 7. Els seus extrems sén v(0) i y(¢), que delimiten tota la corba -,
de longitud ¢. Posem zo = ~/(t').
Suposem ara construits xy i og. Siguin y(a) i y(b) els extrems de o, amb a < b, i suposem
que
14
b — a < Q_k'

Prenem el punt mig del subarc, és a dir,

a+b
5

m =

Com que X és geodesic, podem triar una geodesica a; que uneixi y(a) amb y(m) i una
geodesica ap que uneixi y(m) amb ~(b). Aleshores oy, o 1 ay formen un triangle geodesic.
Com que X és d-hiperbolic, aquest triangle és §-prim. Com que z; € im(oy,), existeix un
punt

Tpy1 € im(aq) Uim(ae)

tal que
d(2, Tpp1) <0

Definim o, com el costat a; o as que conté x;,1. Els extrems de o, pertanyen a
im(7) i delimiten un subarc de v de longitud com a molt

l
= 9k+1’

Sb—a) <

Aixo completa la construccié inductiva.
Després de N passos, tenim

N
ZL‘[),[EN E .I']C 17$k <N§
k=1

15
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A més, xy pertany a una geodesica oy els extrems de la qual sén punts de im(vy) i
delimiten un subarc de ~y de longitud com a molt QLN Per tant, la longitud de oy és com
a molt QLN. Aixi, algun dels seus extrems, que denotem per x € im(7), satisfa

d(zy,x) <

Per la desigualtat triangular,
d(y'(t'),z) = d(zo,z) < d(xg,zn) + d(zNn,2) < N§+ 1.
Com que N < log,(¢), obtenim
d(y'(t),im(y)) < d(v'(t), z) < dlogy(¢) + L.
Com que en aquest cas £ > 1, tenim log,(¢) = |log,(¢)|. Per tant,
d(~'(t'),im(7)) < 6 [logy(Lx(7))] + 1.

Com que t' € [0, L'] era arbitrari, el resultat queda demostrat (vegeu la Figura 1.4). O

7(0) =+/(0) v(0) =~'(L)

V' (#) 0l

Figura 1.4: Distancia entre geodesiques i corbes en espais hiperbolics

Lema 1.3.4 (Regularitzacié de quasi-geodesiques). Siguin ¢ € Rog i b € Rxq. Aleshores
existeizen constants ¢ € Rsg i b/ € Rso amb la propietat segiient: si (X,d) és un espai
metric geodésic iy: [0, L] — X és una (c,b)-quasi-geodeésica, aleshores ezisteiz una (¢/,b')-
quasi-geodesica continua

70, L] = X

amb ~'(0) = ~(0) i+'(L) = (L), tal que:
a. Per a tot s,t €[0,L] amb s <t,
Lx(Y[is1) < ¢ d(+/(s),7' (1)) + V.

b. A més,

im(7') € Beys(im(y)) @ im(y) € Bess(im(v')).

Demostracio. Si L = 0, el resultat és immediat. Suposem, doncs, que L > 0.
Definim

[:=([0,L]NZ)U{L}.

Escrivim els elements de I en ordre creixent:
O=to<ti <---<t,=0L.
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Observem que
tisi—t;=1 peratotie{0,...,m—2} i tivi—t; <1 perai=m—1.

Construim ara una nova corba 7': [0, L] — X. Per a cada i € {0,...,m — 1}, com que
X és geodesic, triem un segment geodesic que uneixi y(t;) amb ~y(¢;11), i definim +' sobre
[ti, ti11] com una parametritzacié d’aquest segment. En particular,

Y(t;)=~(t;)  peratotie{0,...,m}.
Per construccid, 7' és continua i satisfa
7'(0)=7(0), (L) =~(L).

Vegem primer que 7/ es manté a distancia controlada de . Si z € im(y’), aleshores x
pertany a algun segment geodesic que uneix y(t;) amb ~y(t;11). Per tant,

d(z,y(t:)) < d(y(t), v(tiv1)).

Com que 7 és una (c, b)-quasi-geodesica i t;1; — t; < 1, tenim

/

d(y(ti),v(tiv1)) < cltiys — L[ +b<c+b.
Aixi,
im(y') € Beys(im(7)).

Reciprocament, sigui « € im(y). Aleshores x = ~(t) per a algun t € [0, L]. Podem triar
un punt ¢; € I tal que [t —¢;| < 1. Com que ~/(t;) = v(t;), obtenim

d(z,7'(t;)) = d(y(t),v(t:) < clt —ti| +b < c+ 0.
Per tant,
im(y) C Beyy(im(y'))-

Vegem ara la cota superior de la longitud. Siguin s,t € [0, L] amb s < ¢. Hem vist
que per a tot ¢ € {0,...,m — 1} el subinterval [t;,t;11] té longitud |t;+1 — ;| < 11 que
d(y(t;),y(tix1)) < ¢+ b. A més, U'interval [s,t] C [to,t1] U~ U [ty_1,tn] talla com a molt
t — s + 2 subintervals [t;, t;11]. Per tant,

LX(’Y/‘[s,t]) <(t—s+2)(c+Db).

D’altra banda, per a qualsevol u € [0, L] existeix t; € I tal que |u —t;] < 1, de manera
que tenim

d(y(u), ' () < d(y(u), y(t:)) +d('(t:), ' (u)) < 2(c+b).

Aplicant aixo als punts s i ¢, i usant que « és una (c,b)-quasi-geodesica per a la cota
inferior, obtenim

C

Per tant,
[t —s| < cd(¥(s),7(t)) + 4e(e + b) + cb.
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Substituint aquesta cota en 'estimacié de la longitud, obtenim

Lx(¥]g) <t —s+2)(c+b)

<
< cle+b)d(y'(s),7(t)) + (4c(c+b) + cb+ 2) (c + b).

Aix{ doncs, triant constants ¢’ := c(c+b) i V' := (4c(c+b)+cb+2) (c+b), podem assegurar
simultaniament que 7’ és una (¢, b')-quasi-geodesica i que

Lx(Y]isn) < ¢ d(v'(s),7' () + ¥/
per a tot s,t € [0, L] amb s < t. Aix0o demostra el Lema. ]

Demostracio. (Teorema 1.3.2). Escriurem dy per a la metrica de X.
Siguin 7: [0, L] — X una (¢, b)-quasi-geodesica i 7': [0, L'] — X una geodesica amb

7'(0)=~(0), (L) =~(L).

Pel Lema 1.3.4, existeixen constants ¢ € Ry ibe R>g, que només depenen de ci b, i una

(¢, b)-quasi-geodesica continua
3 00,I) > X

amb els mateixos extrems que 7, és a dir,

tals que
im(7) C Bw(im(7) i im(y) C Ben(im(3)).

A més, v satisfa la propietat de longitud
LX (A/ﬂ[r,s]) S EdX (5/1(7,)7 :\Y/(S)) + b

per a tot r, s € [O,Z] amb r < s.
Farem la prova per a la quasi-geodesica continua 7 i, al final, tornarem a la quasi-geodesica
original 7.
Definim D := sup dx(7/(¢'),im(7)).

t'€[0,L']
Com que 7' i 7 sén continues i els intervals de definicié sén compactes, aquest suprem
s’assoleix. Prenem ¢ € [0, L'] tal que

D = dx(+(th), im(3)).

Si D <1, ja tenim una cota. Suposem, doncs, que D > 1.
Definim
r’:= max{0,t, — 2D}, s' == min{L' t; + 2D}.

Per la definicié de D, podem trobar 7,5 € [0, E] tals que
dx(y'(r"),7(7) <D,  dx(¥'(s),7(5)) < D.

Considerem ara la corba continua 7 que uneix /(') amb +/(s’) seguint primer una ge-
odesica de /(1) a ¥(7), després el tram de 7 entre 7(7) 1 7(5), i finalment una geodesica
de 7(5) a v'(s).
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1.3. Equivalencia entre hiperbolicitat i quasi-hiperbolicitat en espais geodesics

Per construcci6, el punt 7/(t;) esta a distancia almenys D de la imatge d’aquesta corba 7,
tant dels seus trams geodesics que van de 7/ a5y com del tram de 7. Aplicant el Lema 1.3.3
a la corba 7 i al tram geodesic 7| ], obtenim

D < d(7|jp,9 (), im(n)) < 6]logy (Lx (n))] + 1.

D’altra banda, per la construccié de 7, per la propietat de longitud de 7 provinent del
Lema 1.3.4 i pel fet que dx(v'(r'),7'(s")) < 4D,

Lx(n) <D+ Lx(Y|Fz) + D
< Edx(3(7),7(3)) + b+2D
<edx (), (") + dx (Y (1), 7)) + dx (' (s),7(3))) + b+ 2D
<¢(D+4D+ D) +b+2D
< (62+2)D +b.

Per tant,

D < §|logy((6¢4 2)D + b)| + 1.

Si 0 = 0, de la desigualtat anterior obtenim directament D < 1. Per tant, podem suposar

que 6 > 0. Aixi doncs,
D—1 _ ~
< |logy ((6¢+2)D +b)|.

Si ens mirem £ i |log, ((6¢+ 2)D + b)| com a funcions de la variable D, podem raonar
aix{: com que el logaritme creix més lentament que qualsevol funcié lineal, la desigualtat
forca que D estigui acotat superiorment per una constant que només depen de 6§, ¢ i b, en
cap cas de les corbes. Aixi, existeix una constant

Ml = Ml((saga )

tal que
D < M.

Per la definicié de D, per a tot ¢’ € [0, L] tenim
dx(+/ (), im(3)) < D < M,

Per tant,

im(v') € B, (im(7)).
Vegem ara que la quasi-geodesica 7 tampoc no s’allunya gaire de 4'. Considerem un
interval maximal (7,5) C [0, L] tal que

F((7,5)) € X\ Bag, (im(7'))-
Si no existeix cap interval d’aquest tipus, aleshores ja tenim
im () C Bag, (im(v)).
Suposem, doncs, que existeix un tal interval. Com que
im(v') € By, (im(7)),

i com que els punts de ¥((7, 5)) estan fora de By, (im(7)), la connexié de I'interval [0, L]
implica que existeix un punt ¢’ € [0, L] i existeixen 7o € [0,7] 1 59 € [3, L] tals que

dx(Y'(t),7(r0)) < My, dx(¥'(t),7(50)) < M.
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En particular,
dx (7(ro),7(50)) < 2M;.

Per la propietat de longitud de 7 del Lema 1.3.4,
Lx (Alr3) < Lx (i) < dx(3(70), 3(50)) + b < 28M; +b.

A més, per maximalitat de U'interval (7,5), els extrems 7(7) i 7(s) estan a distancia com
a molt M; de im(7'). Aixi, per a qualsevol w € [r, 5], el punt ¥(u) esta a distancia com a
molt

1 - - b - b
M1 + §Lx(’}/|[7’:ﬂ) S M1 + CM1 + 5 = (C+ 1)M1 + 5

de im(y/).
Per tant, tots els trams de 7 que surten del Mj-entorn de im(y’) queden continguts en el

b
((5—1— )M, + 5) -entorn

de im(y’). En conseqiiéncia, si definim

- b
My = (c+ 1)M; + >

obtenim
im(y) € By, (im(v')).

Ara tornem a la quasi-geodesica 7 original. Hem demostrat que existeix una constant
M = maX{Ml, MQ},

que només depen de 9, Eig, tal que

im(y) C By(im(3)) i im(3) € Bu(im(y).
Com que, pel Lema 1.3.4,
im() € Ben(im(7)) i im(y) C Bewy(im(9)),
deduim que
im(”yl) C Buryess(im(y))
i també
im(y) € Baryess(im(v')).

Finalment, definint
A:=M+c+0,

obtenim
im(y') € Ba(im(y)) i im(y) € Ba(im(y')).

La constant A només depen de 9, ¢ i b, ja que ¢ i b depenen només de ¢ i b. Aixo prova
el Teorema (vegeu la Figura 1.5). O
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1.3. Equivalencia entre hiperbolicitat i quasi-hiperbolicitat en espais geodesics

B (im7y)

*y(L) =p/'(L)

B, (imy/)

Figura 1.5: En espais hiperbolics, les geodesiques sén a prop de les quasi-geodesiques

Corol-lari 1.3.5. Siguin X @Y espais metrics.

1. Si 'Y és hiperbolic, X és quasi-geodesic © hi ha una immersié quasi-isomeétrica
f: X =Y, llavors X és quasi-hiperbolic.

2. S1Y és geodeésic i X ~qr Y, llavors

X és quasi-hiperbolic <= Y és hiperbolic.

3. 51t X 1Y son geodeésics © X ~qr Y, llavors

X és hiperbolic <= Y és hiperbolic.

Demostracio.

1. Suposem que Y és hiperbolic, que X és quasi-geodesic i que existeix una immersié
quasi-isometrica f: X — Y.

Com que Y és hiperbolic, pel Teorema 1.3.1 també és quasi-hiperbolic. Aplicant ara la
Proposicié 1.2.9, obtenim que X és quasi-hiperbolic.

2. Suposem que Y és geodesic i que X ~qp Y. Volem veure que

X és quasi-hiperbolic <= Y és hiperbolic.

SiY és hiperbolic, aleshores, pel Teorema 1.3.1, Y és quasi-hiperbolic. Com que X ~q1 Y,
per la Proposicié 1.2.9, obtenim que X és quasi-hiperbolic.
Reciprocament, suposem que X és quasi-hiperbolic. Com que X ~q Y, per la Proposi-
ci6 1.2.9, Y també és quasi-hiperbolic. Pero Y és geodesic, i per tant, pel Teorema 1.3.1,
Y és hiperbolic.
3. Suposem finalment que X i Y sén geodesics i que X ~qp Y. Per I'apartat anterior,

X és quasi-hiperbolic <= Y és hiperbolic.
Com que X és geodesic, pel Teorema 1.3.1,

X és hiperbolic <= X és quasi-hiperbolic.

Combinant aquestes dues equivalencies, obtenim

X és hiperbolic <= Y és hiperbolic. O
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Capitol 2:

De l’algebra a la geometria de grups

En el capitol anterior hem introduit la nocié d’hiperbolicitat per a espais metrics. Abans
de traslladar aquesta idea als grups, necessitem establir el llenguatge algebraic i geometric
que farem servir. En aquest capitol estudiarem els grups lliures, les presentacions de grups
i els grafs de Cayley. Els grups lliures proporcionen el model algebraic més simple de
grup generat per un conjunt: els seus elements es poden representar mitjancant paraules
reduides, sense relacions més enlla de les necessaries per tenir inversos. A partir d’aquests
grups veurem que tot grup es pot obtenir com a quocient d'un grup lliure, fet que condueix
de manera natural a la nocié de presentaciéo d'un grup. Finalment, associarem a un grup
finitament generat un graf de Cayley, que sera I'objecte geometric sobre el qual definirem
la hiperbolicitat dels grups més endavant.

2.1 Construccié dels grups lliures

En aquesta seccio construirem els grups lliures a partir de paraules reduides. La idea és
comencar amb un alfabet A, introduir formalment les lletres inverses i imposar inicament
les cancel-lacions necessaries perque cada lletra tingui invers. Seguirem la construccio
donada en [5].

Definicié 2.1.1. Sigui A un conjunt, finit o infinit, que anomenarem alfabet o conjunt
de lletres. Denotarem per
Ati={at:a€ A}

una copia formal disjunta de A. Els elements de A~! s’anomenen inversos formals dels
elements de A; en aquest moment encara no sén inversos en cap grup. Escriurem

AT =Au ATl
Una paraula sobre A*! és una concatenaci6 finita de lletres
W= T 1Ty Tp, z; € ATL

El nombre n s’anomena longitud de w i s’escriu |w| = n. Per conveni, hi ha una tnica
paraula de longitud zero, que denotarem per 1 i anomenarem paraula buida. El conjunt
de totes les paraules sobre A*! el denotarem per (A*!)*

Si # € A*!, denotarem per 27! la seva inversa formal; és a dir, si £ = a per a alguna

a € A, aleshores 27! =a™!,isi z =a*!, aleshores 27! = a.

Definicié 2.1.2. Una paraula w = z; - - - z,, sobre A*! és reduida si no conté cap parell
de lletres consecutives mutuament inverses; és a dir, si

T £z ! peratotie{l,...,n—1}.
Denotarem per R(A) el conjunt de paraules reduides sobre A*!.
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2.1. Construccié dels grups lliures

Definicié 2.1.3. Una reduccio elemental consisteix a eliminar dins d’una paraula un
parell de lletres consecutives de la forma aa™! o a~'a, amb a € A. Es a dir, si u,v sén
paraules sobre A*!, tenim

uwaa"tv ~ uv, watav ~ uv.

La transformacié inversa d’una reduccié elemental s’anomena insercid elemental. Aixi,
una insercié elemental consisteix a introduir dins d’una paraula un parell de la forma aa™?
o ala.

Anomenarem transformacio elemental una reduccié elemental o bé una insercié elemental.
Denotarem una transformacié elemental entre u i v

U > .

Definicié 2.1.4. Diem que dues paraules w,w’ € (A*Y)* sén equivalents, i escrivim
w ~ w, sl es pot passar de w a w’ mitjancant una quantitat finita de transformacions
elementals; és a dir, si existeixen paraules

+1\*
wo,wl,...,wne(A )
tals que
Wo = W, wn:w,7
1
W e~ WP &~ c e s W,

El cas n = 0 també esta permes, i correspon a w = w’.
Observacié 2.1.5. La relacié ~ és una relacié d’equivalencia sobre (A%1)*.

Demostracié. Es reflexiva perque permetem successions de transformacions elementals de
longitud zero. Es simétrica perqué tota transformacié elemental es pot recérrer en sentit
contrari, ja que una reduccié elemental és la inversa d’una insercié elemental. Final-
ment, és transitiva perque podem concatenar dues successions finites de transformacions
elementals. O]

Proposicié 2.1.6. Cada classe d’equivaléncia de la relacié ~ sobre (A*1)* conté una i
només una paraula reduida.

Demostracio. L’existencia és immediata. Si una paraula no és reduida, conté una can-
cellacié aa! o a~'a. Eliminant-la obtenim una paraula equivalent de longitud estricta-
ment menor. Com que la longitud és un enter no negatiu, aquest procés acaba després
d’un nombre finit de passos i dona una paraula reduida.

Vegem ara la unicitat. Suposem, per buscar una contradiccid, que existeixen dues pa-
raules reduides diferents u,u’ € R(A) tals que u ~ u'. Entre totes les successions de
transformacions elementals que uneixen u amb «/, triem-ne una

/
U = Wy ¢ Wy 2 oo Wy — U

amb n minim. Entre totes les successions amb aquest valor de n, triem-ne una que
minimitzi la suma
n
N = E |w;].
i=0

Com que u és reduida, el primer pas no pot ser una reduccié elemental; per tant, és una
insercié. De manera analoga, com que u’ és reduida, 1'iltim pas no pot ser una insercié
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elemental; per tant, és una reduccié. Aixi, al llarg de la successié hi ha algun index
je{l,...,n—1} tal que

jwjma| <fw;| 1 fws] > |wjaal.

Es a dir, el pas w;_1 ~~ w; és una insercié elemental i el pas w; «~ w;;1 és una reduccié
elemental.

Fixem-nos en les dues lletres de w; introduides en la insercié i en les dues lletres eliminades
en la reduccié segiient. Si son les mateixes, aleshores w;_; = w;41 i podem eliminar w;
de la successio, contradient la minimalitat de n.

Si les dues operacions afecten parelles de lletres disjuntes, les podem intercanviar: primer
fem la reduccié corresponent i després la insercié. Aixo dona una nova successio de u a
u' amb el mateix nombre de passos, perd amb una paraula intermedia de longitud menor
que |wj|, contradient la minimalitat de V.

Finalment, si les dues parelles comparteixen una lletra, aleshores la reduccié elimina una
de les lletres acabades d’inserir juntament amb una lletra veina. En aquest cas, el resultat
final torna a ser w;_;. Per exemple, localment tenim una de les situacions

xa "

aa_ly ~ :L‘a_ly o] xaa_lay ~ zay,

i en ambdos casos la paraula obtinguda és la mateixa que abans de la inserci6. Per tant,
també tindriem w;_; = w;;;, de nou en contradiccié amb la minimalitat de n.

En tots els casos obtenim una contradiccié. Per tant, no poden existir dues paraules
reduides diferents equivalents. Aixi, tota paraula sobre A*! és equivalent a una tnica
paraula reduida. O

Donada una paraula w € (A*!)*, denotarem per W 1'inica paraula reduida equivalent a
w. Quan es dedueixi del context que la paraula és reduida, escriurem w.

Definicié 2.1.7. Definim el grup lliure sobre A com el conjunt de paraules reduides sobre
A*L Fy = R(A), dotat de I'operaci6 segiient: si u,v € R(A), aleshores u - v := uv, on uv
és la concatenacié de u i v, i wv denota I'inica paraula reduida equivalent a uwv.

Sovint escriurem simplement uv per referir-nos al producte de u i v en F 4, sobreentenent
que després de concatenar cal reduir la paraula obtinguda.

Observacié 2.1.8. El conjunt F4 amb l'operacié anterior és un grup.

Demostracio. L’element neutre és la paraula buida 1. Si w = x129 - - - x,, € [F4, aleshores
Iinvers de w és w™! = x;! Y271, ja que ww ™! i w™ w es redueixen a la paraula buida.
L’associativitat prové del fet que reduir una paraula no altera la seva classe d’equivalencia:
tant (u-v)-w com u - (v-w) sén la paraula reduida equivalent a la concatenacié uvw.
Per tant, F4 és un grup. O]

..-:L‘Q

Tenim una aplicacié natural injectiva

La: A—TF A

a— a,
on a la dreta entenem a com la paraula reduida de longitud 1 formada per la lletra
a. A partir d’ara farem un abus de notacié i escriurem simplement A C F4 en lloc de

LA(A) g FA.
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Definicié 2.1.9. Sigui F un grup i sigui A C F. Diem que F és lliure amb base A si
I’aplicacié natural
FA — F

que envia cada lletra a € A a ’element corresponent de F' és un isomorfisme.
Equivalentment, F' és lliure amb base A si tot element de I’ s’escriu de manera tnica
com un producte reduit d’elements de A*!, incloent-hi el producte buit, que representa
I’element neutre.

Proposicié 2.1.10. Per a tot conjunt A, el grup F 4 és lliure amb base A.
Demostracio. Amb la identificacié A C F 4 anterior, I’aplicacié natural
Fp—Fy

que envia cada lletra a € A a ella mateixa és la identitat. Per tant, és un isomorfisme.
Aixi, F4 és lliure amb base A. ]

Proposicié 2.1.11 (Propietat universal del grup lliure). Sigui F' un grup lliure amb base
A. Aleshores, per a tot grup G 1 tota aplicacio de conjunts

p: A— G
existeix un unic morfisme de grups
p: F—G
tal que
Pla=¢.

FEquivalentment, si 1o: A — F denota la inclusio natural, el diagrama

©
—
%@

D

G

LA

‘—

T

commuta, és a dir,
pols= .

Aquest resultat, que no demostrarem aqui, és una de les caracteritzacions fonamentals
dels grups lliures; vegeu [5, Proposicié 16].

Definicié 2.1.12. Sigui k € Z>¢U {oo}. Diem que un grup lliure té rang k si admet una
base de cardinal k.

Observacio 2.1.13. Usarem el resultat classic que totes les bases d’un mateix grup lliure
tenen el mateix cardinal i que, reciprocament, dos grups lliures amb bases del mateix
cardinal sén isomorfs; vegeu [5, Proposicié 17]. Per tant, per a cada k € Z>oU {oco} hi ha
un unic grup lliure de rang k, llevat d’isomorfisme. El denotarem per [Fy.
En particular,

Fo = {1}, F,27Z.

Per a k > 2, els grups F; ja no sén abelians.
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2.2 Presentacions de grups

Teorema 2.2.1. Tot grup G és quocient d’un grup lliure. Es a dir, per a tot grup G
existeizen k € Zso U {oo} i un subgrup normal N < Fy, tals que

G = Fy/N.

Demostracio. Sigui A C G un sistema de generadors de G; sempre podem prendre, per
exemple, A = . Considerem el grup lliure F4 sobre A. Per la propietat universal del
grup lliure (Proposicié 2.1.11) aplicada a la inclusié

A= G,
existeix un unic morfisme de grups
d:Fy — G

tal que ®(a) = a per a tot a € A. Com que A genera G, el morfisme ® és exhaustiu. Per
tant, pel primer teorema d’isomorfia,

Fu/ker(®) = G.

Com que ker(®) és un subgrup normal de F 4, prenent k = |A| i N = ker(®) obtenim el
resultat. O

Si al teorema anterior fixem una base per a Iy i una familia de generadors de N com a
subgrup normal de Iy, aleshores obtenim el concepte de presentacié d’un grup. Abans de
donar-ne la definicié, recordem la nocié de clausura normal.

Definicié 2.2.2. Sigui F' un grup i sigui R C F. La clausura normal de R en F', que
denotarem per (R) r, és el subgrup normal més petit de F' que conté R. Es a dir:

Equivalentment, és el subgrup generat per tots els conjugats
grg ge F, reR.
Es a dir, els seus elements sén precisament els productes finits de la forma
G g gt g

ambn>0,g €F,r, € Rieje{£1}.
El cas n = 0 correspon al producte buit, és a dir, a I’element neutre. Quan el grup
ambient sigui clar, escriurem simplement (R)).

Observacié 2.2.3. La clausura normal de R és el subgrup pel qual cal quocientar per
imposar que tots els elements de R siguin trivials.

Definicié 2.2.4. Sigui G un grup. Una presentacid de G és un parell (A, R), on A és un
conjunt de simbols i R és un subconjunt de Fy4, tal que

G =Fa/(R).

Aqui ((R)) denota el subgrup normal de F4 generat per R. Els elements de A s’anomenen
generadors i els elements de R s’anomenen relators. Escriurem aquesta presentacié com

G =(A|R).
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Donada una presentacié (S | R), si u,v € (S U S™1)* sén paraules, escriurem

U =(s|r) v

per indicar que u i v representen el mateix element del grup presentat. Quan el grup
presentat sigui clar pel context, escriurem

U =g 0.
Observacié 2.2.5. El grup lliure amb base A admet la presentacié

Fa=(A]|0).
Definicié 2.2.6. Diem que una presentacié G = (A | R) és finita si tant A com R sén
conjunts finits. Diem que un grup és finitament presentat si admet una presentacié finita.

El Teorema 2.2.1 admet dues interpretacions contraposades. Per una banda, implica
que, col-lectivament, els reticles de subgrups normals dels grups lliures contenen tota la
informaci6 algebraica possible sobre qualsevol grup concebible. Aixo els converteix en
candidats naturals i molt concrets on buscar informacié sobre qualsevol grup. Per altra
banda, per aquesta mateixa rad, aquests reticles han de ser extraordinariament complicats,
i és utopic pretendre entendre’ls completament.

2.3 Grafs de Cayley

Les presentacions descriuen els grups mitjancant generadors i relacions. Per estudiar-los
geometricament, pero, necessitem associar a cada grup finitament generat un espai metric.
L’objecte que fa aquest pas de 'algebra a la geometria és el graf de Cayley.

Definicié 2.3.1. Siguin G un grup i S C G un sistema de generadors de G. El graf de
Cayley de G respecte de S, designat per Cay(G,S) (Figura 2.1), és el graf dirigit amb
conjunt de vertexs GG i una aresta dirigida

g —>9s

per a cada g € G i cada s € S*L.

L A L
1223 ) £223
a
+I—) > = )—I+
i+ it
A

Figura 2.1: Graf de Cayley del grup lliure de rang 2 respecte dels generadors a i b
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Observacio 2.3.2. Els grafs de Cayley respecte de sistemes de generadors séon connexos.
En efecte, com que (S) = G, qualsevol g € G es pot escriure en la forma

_ fl €k
g =5; Sips

per a cert k > 0, amb s;, € Si¢g; € {£1}. Per tant, el cami

€ £ € €
Sil Si2 Si3 Sik
1 1 851 2 N §1 862 3 N k N
11 1 712 4

connecta el vertex 1 € G amb el vertex g € G.

Per altra banda, si S és finit, el graf de Cayley és 2|S|-regular: de cada vertex g € G surt
una aresta per cada s € S*!, que va al vertex gs, i n’arriba una per cada s € S!, que ve
de gs7L.

Definicié 2.3.3. Sigui G un grup generat per S. La métrica de la paraula respecte de S
és la metrica dg sobre GG definida per

ds(g,h) :=min{n e N|g'h=s'---s3", 5, € S, g; € {£1}}.

Equivalentment, dg(g, h) és la longitud minima d’una paraula en S*! que representa g—'h.

Aquesta metrica coincideix amb la metrica combinatoria del graf de Cayley restringida al
conjunt de vertexs: la distancia entre dos vertexs és el nombre minim d’arestes d’'un cami
que els uneix.

Ara bé, com a espai metric discret, el conjunt de vertexs d’un graf no és geodesic, excepte
en casos trivials. Per aix0, quan volem estudiar hiperbolicitat en el sentit geodesic, és
més natural passar a la realitzacié geometrica del graf.

Definicié 2.3.4. La realitzacid geométrica del graf de Cayley Cay(G, S), que denotarem
per

| Cay(G, 5)],

és I’espai metric obtingut substituint cada aresta del graf per una copia de l'interval [0, 1]
i enganxant els extrems d’aquests intervals als vertexs corresponents. La metrica és la
metrica de camins induida prenent cada aresta amb longitud 1.

Proposicié 2.3.5. La realitzacid geometrica | Cay(G, S)| és un espai métric geodésic.

Demostracio. Siguin z,y € | Cay(G, S)|. Si x iy sén vertexs, com que el graf de Cayley
és connex, existeix un cami d’arestes que els uneix. Prenent un cami de longitud minima,
i identificant cada aresta amb un interval de longitud 1, obtenim una geodeésica entre x i
Y.

Si z o y son punts interiors d’arestes, triem els extrems corresponents d’aquestes arestes
i unim aquests extrems per un cami minim en el graf. Afegint els subintervals inicial i
final dins de les arestes que contenen x i y, obtenim un cami de longitud minima entre x
iy. Per tant, | Cay(G, 5)| és geodesic. O

Proposicié 2.3.6. Sigui G un grup finitament generat v siguin Sy © Sy dos sistemes finits
de generadors de G. Aleshores

| Cay (G, 51)] ~qr | Cay(G, S3)].
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Demostracio. Primer comparem les metriques de la paraula sobre el conjunt de vertexs
G. Com que S; i S, son finits i tots dos generen G, existeixen constants C7,Cy > 1 tals
que cada element de S es pot escriure com una paraula de longitud com a molt C; en
Szﬂ, i cada element de S5 es pot escriure com una paraula de longitud com a molt Cy en
g1
Per tant, per a tot ¢g,h € G,

ds,(g,h) < Cids, (g, h),

1 també

dSl (97 h) < C2d52 (97 h’)

Aixi, la identitat
id: (G,dsl) — (G, dsz)

és una quasi-isometria.
D’altra banda, per a cada sistema finit de generadors S, la inclusio dels vertexs

G — | Cay(G, S)|

és una quasi-isometria: les distancies entre vertexs coincideixen amb la metrica de la
paraula, i tot punt de la realitzacié geometrica és a distancia com a molt % d’algun
vertex.

Per composicié de quasi-isometries, obtenim

| Cay (G, 51)] ~qr | Cay(G, S5)]. B

Exemple 2.3.7. Un exemple visualment il-lustratiu del fet que els grafs de Cayley d'un
mateix grup, associats a sistemes finits de generadors diferents, tenen la mateixa geome-
tria a gran escala és el del grup lliure de rang 1, que és isomorf a Z. En aquest exemple
compararem directament les metriques de la paraula associades a dos sistemes de ge-
neradors; aquesta comparacié reflecteix la geometria a gran escala dels grafs de Cayley
corresponents.

Considerem els dos sistemes de generadors Sy = {1} i Sy = {2, 3}.

El graf de Cayley Cay(Z, S1) és la recta infinita: cada enter n esta unit amb n + 1 i amb
n — 1. En canvi, en Cay(Z, S3) cada enter n esta unit amb n £ 2 i amb n £ 3.

Aixi, els dos grafs son clarament diferents des del punt de vista local: el primer té I'aspecte
d’una linia, mentre que el segon té moltes més arestes i permet fer salts de longituds 2 i
3 (vegeu la Figura 2.2).

Tanmateix, tots dos descriuen la mateixa geometria a gran escala. En efecte, si denotem
per dg, i dg, les metriques de la paraula associades, tenim

dg,(m,n) = |m — n| per a tot m,n € Z.

D’altra banda, cada pas en Cay(Z, S;) modifica el valor d'un enter en com a maxim 3, i
per tant

lm —n| < 3dg,(m,n).
Es a dir,

1

§|m - n| < dS2<m7n>‘

Reciprocament, com que 1 = 3—2, podem avancar o retrocedir una unitat fent com a molt
dos passos en el graf corresponent a Sy. Repetint aquest procediment |m — n| vegades,
obtenim

ds,(m,n) < 2|m —n|.

29
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En conseqiiencia,
gdsl (m,n) <dgs,(m,n) < 2dg,(m,n) per a tot m,n € Z.
Per tant, la identitat

id: (Z;dS1) — (Z,dSQ)

és una (3, 0)-quasi-isometria. Aix0 mostra que, encara que els grafs de Cayley depenguin
del sistema de generadors escollit i puguin ser molt diferents localment, la seva geometria
a gran escala és la mateixa.

T SR X O

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Cay(Z,{1}) Cay(Z,{2,3})

Figura 2.2: Dos grafs de Cayley de Z associats a sistemes de generadors diferents

Remarquem, doncs, que el graf de Cayley depen del sistema de generadors escollit. No obs-
tant aixo, si treballem amb sistemes finits de generadors, aquesta dependencia desapareix
a gran escala: les realitzacions geometriques corresponents sén sempre quasi-isometriques.
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Capitol 3:
Grups Hiperbolics

Els grups lliures constitueixen el cas model dins la teoria dels grups hiperbolics. En
efecte, el graf de Cayley d’un grup lliure respecte d'una base és un arbre, i els arbres sén
exemples fonamentals d’espais hiperbolics. Els grups hiperbolics es poden entendre com
una relaxacié geometrica d’aquesta situacio: el seu graf de Cayley ja no ha de ser un arbre,
pero ha de conservar, a gran escala, un comportament semblant, expressat mitjancant la
primesa dels triangles geodesics.

En aquest capitol ajuntarem les eines desenvolupades fins ara per traslladar la hiperbo-
licitat al context dels grups finitament generats. Donat un grup G i un sistema finit de
generadors S, considerarem el seu graf de Cayley Cay(G,S) i direm que G és hiperbolic
si la realitzacié geometrica d’aquest graf és un espai hiperbolic. Veurem que aquesta
definicié no depen del sistema finit de generadors triat, ja que, per la Proposicio 2.3.6,
els grafs de Cayley associats a dos sistemes finits de generadors d’un mateix grup sén
quasi-isometrics.

Un cop establerta la definicid, estudiarem dues conseqiiencies importants de la hiperbo-
licitat: la resolubilitat del problema de la paraula i I'existencia d’una frontera natural
associada al grup. Finalment, aplicarem aquesta construccié al cas dels grups lliures, on
la frontera admet una descripcio explicita en termes de paraules infinites reduides.

3.1 Caracteritzacié dels grups hiperbolics

Definicié 3.1.1. Un grup finitament generat G és hiperbolic si per algun (i per tant per
cada) sistema finit de generadors S de G, el graf de Cayley Cay(G, S) és quasi-hiperbolic,
0, equivalentment, si la seva realitzacié geometrica | Cay(G, .S)| és hiperbolica.

Proposicié 3.1.2. Siguin G @ H grups finitament generats. Si H és hiperbolic i si exis-
teizen sistemes finits de generadors Sg i@ Sy de G i de H respectivament, tals que existeixr
una immersio quasi-isométrica (G,dsq) — (H,dsy), llavors G també és hiperbolic. En
particular, si G ~qr H, llavors:

G és hiperbolic <= H és hiperbolic.
Demostracio. Suposem que H és hiperbolic i que existeix una immersié quasi-isometrica
f:(G,ds,) — (H,ds,,).
Com que H és hiperbolic, la realitzacié geometrica del seu graf de Cayley
| Cay(H, Sy)|
és un espai metric hiperbolic. D’altra banda, la inclusié natural dels vertexs
(H,dg,) — | Cay(H, Sy)|

és una quasi-isometria. Per tant, composant aquesta inclusié amb f, obtenim una immer-
si6 quasi-isometrica

(Gvdsc) — | CaY(Ha SH)|
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Com que S¢ és finit i genera G, 'espai metric (G, dg,) és quasi-geodesic. A més, com
que | Cay(H, Sg)| és hiperbolic, també és quasi-hiperbolic. Per la invariancia de la quasi-
hiperbolicitat per immersions quasi-isometriques, deduim que (G, ds,,) és quasi-hiperbolic.
Finalment, la inclusié natural

(G,ds,) — | Cay(G, S¢)|

és una quasi-isometria, i | Cay(G, Sg)| és un espai metric geodesic. Per tant, com que en
espais geodesics la hiperbolicitat i la quasi-hiperbolicitat sén equivalents, obtenim que

| Cay(G, S¢)

és hiperbolic. Aixi, per definicid, G és hiperbolic.
En particular, si G ~gr H i H és hiperbolic, existeix una quasi-isometria

(G7 dSG) — (H’ dSH)7

que en particular és una immersié quasi-isometrica. Pel que acabem de provar, G és
hiperbolic. La implicacié reciproca s’obté intercanviant els papers de G i H. Per tant,

G és hiperbolic <= H és hiperbolic. O

Exemple 3.1.3. Els exemples més senzills de grups hiperbolics sén els grups finits i els
grups lliures de rang finit. En efecte, si G és finit, aleshores qualsevol graf de Cayley de G
té diametre finit i, per tant, és hiperbolic. D’altra banda, si Fy és un grup lliure de rang
finit, el seu graf de Cayley respecte d'una base lliure és un arbre; aixi, la seva realitzacio
geometrica és O-hiperbolica.

Observacié 3.1.4. Com que la hiperbolicitat és invariant per quasi-isometries, si dos
grups finitament generats G i H admeten sistemes finits de generadors Sg i Sy tals que

| CaY(Gv SG)| ~QI | CaY(H7 SH)’)
aleshores (G és hiperbolic si i només si H ho és.

Exemple 3.1.5. El grup Z x Z /27 és hiperbolic, perque la realitzacié geometrica del seu
graf de Cayley és quasi-isometrica a la de Z. Intuitivament, el factor finit Z/2Z només
afegeix una direccié acotada i no modifica la geometria a gran escala.

En canvi, Z? no és hiperbolic. Considerem el sistema de generadors

5 ={(1,0),(0,1)}.
La metrica de la paraula associada és
ds((a,b),(c,d)) =la—c|+|b—d|
Per a cada n > 1, considerem el triangle geodesic de vertexs
0,0),  (n,0),  (0,n),

on prenem com a costat entre (n,0) i (0,n) el cami geodesic que passa per (n,n). Aquest
cami té longitud 2n, que coincideix amb la distancia entre (n,0) i (0,n).

Ara bé, el punt (n,n) d’aquest costat és a distancia n dels altres dos costats del triangle.
Com que n pot ser arbitrariament gran, no existeix cap constant ¢ que faci tots els triangles
geodesics d-prims. Per tant, Z? no és hiperbolic.
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3.2 Problema de la paraula en grups hiperbolics

Definicié 3.2.1. Sigui (S | R) una presentaci6 finita d'un grup. Diem que el problema
de la paraula és resoluble per a la presentacié (S | R) si existeix un algorisme que, per
a tota paraula w € (S U S™!)* acaba en temps finit i decideix si w representa 1’element
neutre del grup (S | R) o no. Com és habitual, entenem S~! com el conjunt d’inversos
formals dels elements de S.

Existeixen grups finitament presentats per als quals el problema de la paraula no és
resoluble per a cap presentacié finita. No demostrarem aquest resultat aqui, ja que el
nostre objectiu és centrar-nos en el cas dels grups hiperbolics. Veurem, basant-nos en [12]
i en [10], que tot grup hiperbolic té el problema de la paraula resoluble. En particular,
aixo també s’aplica als grups lliures, cosa que és clara amb la seva descripcié mitjancant
paraules reduides: en un grup lliure, com que cada element es pot representar per una
tunica paraula reduida (Proposicié 2.1.6), per decidir si una paraula representa 1’element
neutre, n’hi ha prou de reduir-la i comprovar si s’obté la paraula buida.

Teorema 3.2.2. Sigui G un grup hiperbolic i sigui S un sistema finit de generadors de
G. Llavors existeiz un conjunt finit R C (S US™Y)* tal que G = (S| R) i tal que (S| R)
té problema de la paraula resoluble.

Definicié 3.2.3. Una presentaci6 finita (S | R) és una presentacié de Dehn si existeix
n € Ny i si existeixen paraules uq, ..., u,, v1, ..., v, tals que:

(i) R={wor ", ug0, '
ii) per atot j € {1,--- ,n} la paraula v; és estrictament més curta que la paraula u;;
J j J

(ili) per a tota paraula w € (S U S™1)*\{1} que representa I’element neutre del grup
(S| R) existeix j € {1,--- ,n} tal que u; és una subparaula de w.

Proposicié 3.2.4 (Algorisme de Dehn). Si (S | R) és una presentacio de Dehn, llavors
el problema de la paraula per a (S | R) és resoluble.

Demostracié. Escrivim R = {ujv;’, ..., u,v;'} com en la Definicié 3.2.3. Donada una

paraula w € (S US™!)* procedim de la manera segiient.

Si w = 1, aleshores w representa ’element neutre del grup (S | R).

Suposem ara que w # 1. Sino existeix cap j € {1,...,n} tal que u; sigui una subparaula
de w, aleshores w no representa I’element neutre de (S | R), per la tercera propietat de
les presentacions de Dehn.

Si, en canvi, existeix j € {1,...,n} tal que u; és una subparaula de w, podem escriure

w = w'u;w”

*

per a certes paraules w',w” € (S US™1)*. Com que uv;"

;€ R, les paraules u; 1 v;
representen el mateix element de (S | R). Per tant,

w=¢l <= v’ =gl

Apliquem ara el mateix procediment a la paraula w'v;w”. Com que, en una presentacio de
Dehn, la substituci6 de u; per v; redueix estrictament la longitud de la paraula, ’algorisme
acaba després d'un nombre finit de passos.

En acabar, obtenim o bé la paraula buida, i aleshores la paraula inicial representava
I’element neutre, o bé una paraula no buida que no conté cap subparaula u;, i aleshores la
paraula inicial no representava ’element neutre. Aixi, el procediment decideix en temps
finit si una paraula arbitraria de (S U S™!)* representa l’element neutre de (S | R) o no.
Per tant, el problema de la paraula per a (S | R) és resoluble. ]
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Acabem de veure que tot grup que admet una presentacié de Dehn té el problema de la
paraula resoluble. Per tant, per demostrar que els grups hiperbolics tenen el problema
de la paraula resoluble, n’hi haura prou de veure que tot grup hiperbolic admet una
presentacio de Dehn. Abans de provar el Teorema 3.2.2, necessitarem dos lemes auxiliars.
Comencarem pel més tecnic, que després aplicarem en el lema principal.

Lema 3.2.5 (Geodesiques locals en espais hiperbolics). Sigui § € Rsq @ sigui (X,d)
un espai d-hiperbolic. Sigui ¢ € Rsgs 1 sigui v: [0, L] — X wuna geodésica c-local. Si
v [0, L] = X és una geodésica amb

7'(0)=~(0), (L) =~(L),

llavors

im(y) C Bas(im(y")).
D tracio. Sigui D := d(v(t),im(y)).

emostracio. Sigui tIEI%(E)ii(] (v(t),im(y"))

Aquest maxim existeix perque [0, L] és compacte ila funci6 t — d(v(t),im(v")) és continua.
Prenem s € [0, L] tal que

D =d(y(s),im(v")),
1 escrivim

x = (s).

Volem veure que D < 20.
Suposem, per buscar una contradiccio, que D > 2. Com que ¢ > 8§, podem triar

Ac€Ryy  tal que 45<A<§.

Considerem primer el cas en que
se A, L—-A]

Definim
1 =7(s — A), xo = y(s + A).

Com que
(s+A)—(s—A)| =2A <,

i v és una geodesica c-local, el tram
Y/is—a,s+4]
és una geodesica entre xy i xo. En particular,
d(xy,2) = A, d(x,xz9) = A.
Siguin 2/, z}, € im(v’) els punts de im(v’) més propers a x; i z3, respectivament. Aixi,
d(z1,2}) = d(21,im(y)) < D, d(zs, x) = d(x2,im(v")) < D.
Construim el quadrilater geodesic amb costats
[v, 2], fwe,ab],  [w,ad], [2hm),

on [z1, o] és el tram de 7y entre x1 i o, [}, 2] és el tram corresponent de ' i [xo, 2], [2], 2]
sén trams geodesics entre x; i x}, per a i € {1,2}, els quals sabem que existeixen perque
X és hiperbolic i, per tant, geodesic.
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Hem vist en 1’Observacié 1.2.4 que en un espai d-hiperbolic tot quadrilater geodesic és
20-prim. Aix{ doncs, com que x € [x1, x2], existeix

Y € [xo, 5| U [z, 21| U [, 24]

tal que
d(xz,y) < 20.

Siy € [z}, 2], aleshores y € im(y'), i per tant
D = d(z,im(y)) < d(z,y) <25,

contradient que D > 2§.
Siy € [x], z1], tenim

dy, 1) = d(z1, 27) — d(z1, y).

D’altra banda, per la desigualtat triangular,
d(z1,y) > d(zxy,z) —d(x,y) > A —206.
Per tant, usant que d(zq,2]) < D,
d(y,x}) < D — (A —20).

Aixi,
D =d(z,im(y)) < d(z,})
(@,y) + d(y, z})
20+D —A+20
=D — A +49.
D’aqui se segueix que A < 49, contradient 1’elecci6 de A.
El cas y € [z2,x}] és analeg: usant que d(x,x5) = A i que d(z2,x}) < D, s’obté de nou

d
d

INIA A

D<D—A+45,

i, per tant, la mateixa contradiccié.

Aixi, en el cas s € [A, L — Al, cap possibilitat és compatible amb D > 2§.

Queda considerar el cas en que s és a distancia menor que A d’un dels extrems de 'interval.
Suposem, per exemple, que s < A; el cas L — s < A és simetric.

Si, amés de s < A, també L —s < A, aleshores L. < 2A < ¢. Com que 7 és una geodesica
c-local, aixo implica que 7 és una geodesica entre v(0) i y(L). Per altra banda, 7 també
és una geodesica entre aquests mateixos extrems ja que v(0) = +/(0) i v(L) = +/(L').
Considerem el triangle geodesic degenerat amb vertexs v(0),v(L) i (L), els costats del
qual sén v, 7' 1 el cami constant en (L). Per la §-primesa dels triangles geodesics, tot
punt de im(7) és a distancia com a molt § de

im(+') U {v(L)}.
Com que (L) € im(y’), obtenim
im(y) € Bs(im(v')) S Bas(im(y")).

Per tant, en aquest cas el resultat queda provat.
Suposem, doncs, que s < A, L — s > A i definim

Ty :=y(s + A).
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El tram (o s és geodesic, ja que s + A < 2A < c. Prenem 74 € im(y’) tal que
d(z2,24) = d(z2,im(v')) < D.

El triangle geodesic amb costats el tram de « entre y(0) i v(s + A) = x5, un segment
geodesic que uneixi x5 amb x4, el qual denotem [xq, 5], i el tram de 7 entre v(0) = +/(0)
i af, és 0-prim. Com que ~y(s) = x pertany al primer costat, existeix un punt

y € [ra, 75| Uim(7')

tal que d(z,y) < 6.
Siy € im(y'), aleshores
D <d(z,y) <9,

contradient D > 2.
Siy € [x9, 4], aleshores, com abans,

d(:c%y) > d($27:€> - d(l‘,y) > A - 57
i per tant
d(y,z5) < D — (A —9).
Aixi,
D <d(z,z,) < d(z,y) +d(y,75) <0+ D —A+0=D— A+ 20,

cosa que contradiu A > 44.
En tots els casos obtenim una contradiccié. Per tant,

D < 26.
Com que D era la distancia maxima d’un punt de im(y) a im(y’), concloem que
im(v) C Bys(im(v')). O

Per al Lema segiient prendrem una constant d’hiperbolicitat estrictament positiva. Aixo
no suposa cap perdua de generalitat: per I’Observacié 1.2.3, si un espai és 0-hiperbolic,
també és d-hiperbolic per a qualsevol § > 0.

Lema 3.2.6 (Dreceres en cicles de grups hiperbolics). Sigui G un grup hiperbolic, sigui S
un sistema finit de generadors de G i suposem que la realitzacid geométrica | Cay(G,S)|
del graf de Cayley és 6-hiperbolica, amb 6 € Ryy.
Sigui

7:[0,n] — | Cay(G, 5)|
la realitzacio geomeétrica, lineal a trossos i parametritzada per longitud d’arc, d’un cicle
de longitud n € Roy en Cay(G, S). Aleshores ezisteizen t,t' € [0,n], amb t < t', tals que

L) < 80

1 la restriccio fy\[t,t/] no €s geodesica.

Figura 3.1: Dreceres en grups hiperbolics
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Demostracio. Distingim dos casos segons el valor de n.

Si n < 8§, com que 7 és un cicle, tenim (0) = 7(n). Pero la longitud de v és n > 0,
i per tant v no pot ser geodesica: una geodesica entre un punt i ell mateix ha de tenir
longitud zero. Aixi, prenent ¢ = 0 i ' = n, obtenim un subcami de longitud n < 80 que
no és geodesic.

Suposem ara que n > 8). Raonarem per contradiccié. Suposem que tot subcami de ~
de longitud com a molt 89 és geodesic. Aleshores v és una geodesica 8d-local. Com que
| Cay(G, S)| és d-hiperbolic, podem aplicar el Lema de les geodesiques locals en espais
hiperbolics (Lema 3.2.5). La geodesica que uneix els extrems de 7 és constant, ja que
7(0) = y(n). Per tant, im(y) C Bas(7(0)). En particular, qualsevol punt de im(7) esta a
distancia com a molt 2§ de v(0).

Ara bé, com que n > 80, el tram 7|44 esta ben definit i té longitud 45 < 85. Per la
nostra suposicié, aquest tram és geodesic. Per tant, d(’y(O), 7(45)) = 40.

Aixd contradiu la inclusié anterior, que implicava d(v(0),v(44)) < 24.

Aixi, la suposicio era falsa. Per tant, existeix algun subcami de v de longitud com a molt
80 que no és geodesic (vegeu la Figura 3.1). O

Abans d’entrar en la demostracié del Teorema 3.2.2, fixem la relacié entre paraules i
camins al graf de Cayley que farem servir. Si

w=s-5,€(SUST,

aleshores w determina un cami en Cay (G, S) que comenca a 1 i passa successivament pels
vertexs
1, S1, S1S2, Cey S1°°°Sp.

La seva realitzacié geometrica, parametritzada per longitud d’arc, és un cami
Yw * [O7n] — | CaY<G7 S)|

Aixi, la longitud de ~,, coincideix amb la longitud de la paraula w. A més, els subcamins
de 7, amb extrems en vertexs corresponen exactament a subparaules de w.

Direm que una paraula u € (S U S™1)* és geodesica si el cam{ que defineix entre els seus
extrems és geodesic. Equivalentment, si

m:Fg — G
és I’homomorfisme canonic, aixo vol dir que
juf = ds(1, 7(w)).

Per tant, dir que una subparaula u no és geodesica equival a dir que existeix una paraula
v amb
7(v) = m(u) i lv| < |ul.

Demostracio. (Teorema 3.2.2). Com que G és hiperbolic, podem prendre una constant
d > 0 tal que la realitzacié geometrica | Cay(G, S)| sigui d-hiperbolica.

Definim D := [80] + 2.

Pel Lema 3.2.6, tot cicle en | Cay(G,S)| conté un tram de longitud com a molt 80 que
no és geodesic. Ara bé, nosaltres treballarem amb paraules, i per tant ens interessen
subcamins que comencin i acabin en vertexs del graf de Cayley.

Si el Lema ens dona un tram

Yoy  amb ' —t <8,
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prenem
i:=[t], j=[t].
Aleshores i i j sén enters, el subcami 7|; ;) té extrems en vertexs i conté el tram 7| . A
més,
J—i<({t'—t)+2<8+2<[8]+2=D.

Finalment, aquest subcami tampoc no és geodesic: si |j; ; fos geodesic, qualsevol subtram
seu també ho seria, en contradiccié amb el fet que |4 no és geodesic.
Considerem ara 'homomorfisme canonic

7 Fs — G,

que envia cada generador s € S a l’element corresponent de G. Aquest homomorfisme és
exhaustiu, ja que S genera G.
Construim el conjunt R amb totes les dreceres possibles fins a longitud D:

u,v € (SUST)*,
0<|ul <D,

m(u) = 7(v),

o] = ds(1,7(u)) < |ul

Es a dir, u és una paraula no geodesica de longitud com a molt D, i v és una paraula
geodesica que representa el mateix element de G. Fixem-nos que 7(u) = 7(v) equival a
dir que u =¢ v segons la notacié que hem introduit previament en el treball.
El conjunt R és finit. En efecte, com que S és finit, només hi ha un nombre finit de
paraules en S U S™! de longitud com a molt D. A més, per a cadascuna d’aquestes
paraules u, només hi ha un nombre finit de paraules v de longitud estrictament menor
que |ul.
Per construccié,

R C ker(m).

Per tant,
(R) < ker(m),

on ((R)) denota la clausura normal de R en F(S).
Vegem ara la inclusié contraria. Demostrarem, per induccié sobre la longitud |w|, que
tota paraula

we (SUS)*

tal que m(w) = 1 pertany a {(R)).

Si |w| = 0, aleshores w = 1 i no hi ha res a demostrar. Suposem, doncs, que |w| > 1
i que el resultat és cert per a tota paraula de longitud estrictament menor que |w| que
representa ’element neutre de . Distingim dos casos.

Primer suposem que w no esta lliurement reduida. Aleshores w conté una subparaula del
1

tipus zz~!, amb z € S U S™!. Podem escriure
w = wzrr w”
i definir
w = ww”
Com que 7(w) =7w(w) =11
o] = Jw| =2 < |wl,
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per hipotesi d’induccié tenim
w e (R)).

D’altra banda, com que xz~! representa 1’element neutre i la paraula buida és geodesica,
tenim
zx~' € R.

A més,

1 I/ 1

ww™ ! = wrr ! (W)t = wrr W (W) W) T = wea T (w')
que és un conjugat d'un element de R. Per tant,
ww ' € (R).
Com que també w € {(R)), deduim que
w € (R)).

Suposem ara que w esta lliurement reduida. Com que 7(w) = 1, la paraula w representa
un cicle en el graf de Cayley de G respecte de S. Pel que hem vist al principi de la
demostracio, aquest cicle conté una subparaula v de longitud com a molt D que no és
geodesica. Per tant, podem escriure

w = wuw".

Com que u no és geodesica, existeix una paraula geodesica v tal que

m(v) = m(u), o] = dg(1,7(u)) < |ul.
Per definicié de R, tenim
w ! e R.
Definim
w = wvw”.
Aleshores

i, com que |v| < |ul,
Per hipotesi d’induccié,

D’altra banda,

ww ™ = wuw” (wvw”) Tt = wueH(w') 7

que és un conjugat del relator uv=! € R. Per tant,

ww € (R).

Com que també w € ((R)), obtenim

Aixi hem provat que
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Com que l'altra inclusié ja I’haviem observada, tenim
ker(m) = (R))-
Pel primer teorema d’isomorfia,
G = Fs/ker(m) =Fs/{(R) = (S| R).

Finalment, comprovem que aquesta presentacié és de Dehn. Per construccio, tot relator
de R és de la forma uv™!, on v és estrictament més curta que . Sigui ara

we (SUST™Y\ {1}

una paraula que representa I’element neutre de (S | R). Equivalentment, per I'isomorfisme
anterior, m(w) = 1.
Si w no esta lliurement reduida, aleshores conté una subparaula del tipus xz !, i aquesta
és una drecera inclosa en R, ja que es pot substituir per la paraula buida.
Si w esta lliurement reduida, el cami tancat que defineix en | Cay(G, S)| conté, pel Lema
de les dreceres en cicles de grups hiperbolics (Lema 3.2.6), una subparaula no geodesica u
de longitud com a molt D. Per construccié de R, existeix una paraula geodesica v, amb
lv| < |ul, tal que

w' € R.

Per tant, tota paraula no trivial que representa 1’element neutre conté una subparaula u
que pot ser substituida, mitjancant un relator de R, per una paraula estrictament més
curta. Aixi, (S | R) és una presentacié de Dehn. O

Hem demostrat que tot grup hiperbolic admet una presentacié de Dehn i, en conseqiiéncia,
que tot grup hiperbolic té el problema de la paraula resoluble. En realitat, aquest resultat
forma part d’una caracteritzacio més precisa: un grup finitament generat és hiperbolic si
i només si admet una presentacié de Dehn. La implicacio reciproca no la demostrarem en
aquest treball, pero es pot trobar a [10].

3.3 Frontera de Gromov

En aquesta seccié introduirem la frontera de Gromov associada a un grup hiperbolic.
Intuitivament, aquesta frontera recull les direccions que tendeixen a I'infinit dins del graf
de Cayley del grup. Per fer-ne la construccid, convé formular primer les definicions en el
context dels espais hiperbolics. En efecte, si G és un grup finitament generat amb sistema
finit de generadors S, considerem la realitzacié geometrica | Cay(G, .S)|, que és un espai
metric geodesic. Aixi, encara que l'objectiu sigui estudiar grups hiperbolics, la frontera
de G s’obté aplicant una construccié geometrica general al cas X = | Cay (G, 5)].
Després ens centrarem en el cas dels grups lliures. Com hem vist, si F' és un grup lliure
amb una base fixada, el seu graf de Cayley és un arbre i, per tant, és 0-hiperbolic. En
aquest cas, la frontera admet una descripcié especialment concreta en termes de paraules
reduides infinites.

Definicié 3.3.1. Sigui (X, d) un espai metric i siguin xq,x2,p € X. El producte de Gro-
mov entre 7 i xe respecte d'un punt base p es defineix de la manera segiient (vegeu la
Figura 3.2):

(d(p, z1) + d(p, x2) — d(z1,22)).

1
(l’l.l’g)p = 5
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Lema 3.3.2. Sigui X un espai 6-hiperbolic. Aleshores, per a tot x,y,p € X i per a tota
geodésica [x,y| entre x iy, es compleix

Demostracio. Primer provem la primera desigualtat, que no utilitza la hiperbolicitat.
Sigui g € [x,y]. Per la desigualtat triangular,

d(z,p) +d(p,y) < d(x,q) +d(q,p) + d(p,q) + d(q,y).

Com que ¢ € [z,y], tenim
d(z,q) +d(q,y) = d(z,y).
Per tant,
d(z,p) +d(p,y) < d(z,y) + 2d(p, ),

1, reorganitzant,
(z.y), < d(p,q).
Prenent I'infim sobre tots els punts ¢ € [z, y], obtenim

(z.y)p < d(p, [z,y]).

Provem ara la segona desigualtat. Triem ¢ € [z, y] tal que

d(z,q) = d(z,p) — (1Y),

Aix0 és possible perque aquesta quantitat pertany a l'interval [0, d(x,y)]. En efecte,

0 < d(z,p) — (v.y), = 5 (d(z,p) — d(p,y) + d(z,y))

(d(z,y) + d(y,p) — d(p,y) + d(z,y)) = d(z,y).

N — DN —

<
A més, com que g € [x,y], també tenim

d(y,q) = d(y,p) — (x.y)p.

Considerem el triangle geodesic de vertexs p,x,y. Com que X és d-hiperbolic, aquest
triangle és J-prim. Per tant, com que g € [z, y], existeix un punt

r € [p,a]Ulpyl

tal que
d(q,r) < 4.

Sir € [p,x], aleshores
d(a:,r) > d(.ﬁE, Q) - d(Qa T) > d(xvp) - (xy)p —o.
Com que r € [p, x|, tenim
d(p,r) = d(p,z) — d(z,r).

Per tant,
d(p,r) < (z.y)p + 6.

Aixi,
d(p,q) < d(p,r) +d(r,q) < (z.y), + 20.
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El cas r € [p,y] és analeg. En aquest cas,

d(y,r) > d(y,q) —d(q,7) > d(y,p) — (z.y), — 9,

i, com que 7 € [p,y],

d(p,r) = d(p,y) — d(y,r) < (z.y)p + 0.
Per tant, de nou,

d(p,q) < d(p,7) +d(r,q) < (z.y)p + 2.

En tots dos casos hem obtingut
d(p, [z,y]) < d(p,q) < (v.y), + 20. —~

Proposicié 3.3.3. Si X és un espai d-hiperbolic, llavors per a tot x1,x9,x3,p € X es
verifica
(1.22)p > min{(z1.23),, (r3.72),} — 39.

Demostracio. Fixem xq, 2o, x3,p € X, 1 triem geodesiques
(21, 23], (o, 23], [3, 1]
Per simplificar la notacid, escrivim
D;; :=d(p, [z, xj]).
Pel Lema 3.3.2 aplicat a x1 i x9, tenim
Dy < (z1.22), + 20.

Per tant,
(l’l.l’g)p Z D12 — 20.

Considerem ara el triangle geodesic ([z1, xa], [T2, 23], [x3,1]), que té vertexs zi, z, 3.
Com que X és d-hiperbolic, aquest triangle és d-prim. En particular,

(1, 22) C Bs([21, 23] U [23, 22]).
Aix0 implica que, per a tot ¢ € [z, z5], existeix
r € [z, 23] U [23, 2]

tal que
d(q,r) <4.

Per la desigualtat triangular,
d(pa Q) > d(p7 T) - d(Qa T) > d(p7 [xla .753] U [Z‘g,IQ]) — 0.

Com que
d(p, [x1, 23] U [23, 5]) = min{Ds3, D3},

obtenim
d(p, q) Z miH{Dlg, D32} — 0.

Prenent 'infim sobre ¢ € [x1, zo], resulta

D12 Z I'IliIl{D13, D32} — 6
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Per tant,
(l‘l.l'g)p 2 D12 — 20 2 mil’l{Dlg, D32} — 30.

Finalment, pel Lema 3.3.2 aplicat a x1,x3 1 a x3, xs, tenim
(21.2¢3), < Das, (23.22), < Dao.

Aixi,
min{D13, D32} Z min{(xl.xg)p, (Ig.l‘g)p}.

Substituint-ho en la desigualtat anterior, obtenim

(w1.22), > min{(z1.23),, (r3.72),} — 39. O

Figura 3.2: Producte de Gromov entre x i y respecte del punt z

A partir d’ara farem servir el producte de Gromov per definir la frontera mitjancant
successions. Les dues definicions segiients tenen sentit en qualsevol espai metric. Ara bé,
la hiperbolicitat sera essencial per garantir que la relacié que introduirem sigui realment
una relacié d’equivalencia.

Definicié 3.3.4. Sigui X un espai metric. Una successié de punts (z;) en X convergeix
a linfinit si existeix un punt base p € X tal que

i}igloo(xi-fﬁj)p = 00;

és a dir, si per a tot M > 0 existeix ny € N tal que, si 4,5 > ng, llavors (z;.x;), > M.
Observacié 3.3.5. La definicié anterior és independent del punt base escollit.

Demostracio. Siguin p,p’ € X. Per a tot z;,z; € X, tenim

1 / /
[(@5.25)p — (Ti2j)p| = 2 |d(p, x;) — d(p', x;) + d(p,x;) — d(p', z;)|
1 / 1 /
< 3 |d(p, z;) — d(p', z;)| + 3 |d(p, ;) — d(p', )|
<d(p,p’).

Per tant, els productes de Gromov respecte de p i de p’ difereixen com a molt en una
constant independent de ¢ i j. Suposem que limy; ;o0 (2;.2;), = 00.
Donat M > 0, triem ny € N tal que, si 7,7 > ng, aleshores

(zi.2)p > M + d(p, p').
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Llavors, per a tot 7,7 > ny,

(wi.x))y > (vi.25), —d(p,p’) > M.
Aixi,

i,%'iinoo(xi'xj)p/ = OQ.

Com que el raonament és simetric en p i p’, la condicié no depeén del punt base escollit. [

Definicié 3.3.6. Sigui X un espai metric. Diem que dues successions (x;) i (z}) que
convergeixen a l'infinit en X sén equivalents, i escrivim (x;) ~ (x}), si per algun punt base
p € X es compleix

lim (z;.2}), = cc.

1— 00

Observacié 3.3.7. La definicié anterior també és independent del punt base escollit.

Demostracio. Siguin p,p’ € X. Com hem vist a ’'Observacié 3.3.5, per a tot z;, x; € X
tenim

‘(le‘;)p - <$i‘37;)p’| <d(p,p).
Suposem que

leglo(:p,x;)p = 0.

Donat M > 0, triem ng € N tal que, si ¢ > ng, aleshores
(@i.27)p > M +d(p,p').

Llavors, per a tot ¢ > ny,

Per tant,
lim (z;.2}), = oo.
1—00

Com que el raonament és simetric en p i p/, la condicié no depen del punt base escollit. [

Quan X és hiperbolic, la intuicié geometrica darrere de la Definicié 3.3.6 és la segiient.
En un arbre, el producte de Gromov (z.y), mesura exactament la longitud del tram inicial
comu dels camins geodesics [p,z] i [p,y]. En un espai 6-hiperbolic, aquesta interpretacié
deixa de ser exacta, perd continua sent valida fins a un error controlat per §: si (x.y), és
gran, podem interpretar que les geodesiques de p cap a x i de p cap a y romanen properes
durant un tram inicial llarg. Aix{, si dues successions (z;) i (y;) satisfan lim (@iyi)p = 00,
aixo significa que, vistes des del punt base p, avancen cap a l'infinit ségfﬁn‘c la mateixa
direccié durant trams cada vegada més llargs. Per aquest motiu les identifiquem com a
representants del mateix punt de la frontera.

Exemple 3.3.8. Considerem el graf metric representat a la Figura 3.3, on totes les arestes
tenen longitud 1. Aquest graf és un arbre i, per tant, és O-hiperbolic.

¥y owy  ay xy g
P e I I I I I >
X1 €2 €3 x4 T5

Figura 3.3: Successions que convergeixen al mateix punt de la frontera
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Per a tot 7,57 € N|

(ffi-xj)zﬁ = ($;$;)p = min{s, j}, (:L’ll';)p =1
Per tant,
. . . . ; o
i}gnoo(xi-mj)p =00 1 i}ﬂnoo(xrmj)p = 9

de manera que tant (z;) com (z}) convergeixen a l'infinit. A més, com que

lim (z.27), = oo,

les dues successions son equivalents, és a dir,
/

Observacié 3.3.9. Si X és un espai d-hiperbolic, llavors la relacié ~ de la Definicié 3.3.6
és d’equivalencia.

Demostracio. Treballem sobre el conjunt de successions de punts de X que convergeixen
a 'infinit, i fixem un punt base p € X.

Vegem primer que la relacié és reflexiva. Sigui (x;) una successioé que convergeix a l'infinit.
Aleshores

(wi.xi)p = %(d(p, ;) + d(p, ;) — d(zs, 2;)) = d(p, ;).

Com que (z;) convergeix a l'infinit, tenim lim (z;.z;), = oo. Prenent i = j, obtenim
1,j—00
lim (x;.7;), = oco. Per tant, (z;) ~ (z;).
1—00
La simetria és immediata, ja que el producte de Gromov és simetric. Aixi, si (x;) ~ (z}),
aleshores també (x}) ~ (x;).
Finalment, provem la transitivitat. Siguin (z;), (z}) i (z}) tres successions que convergei-
xen a 'infinit, i suposem que (x;) ~ (x}) i (x}) ~ ().
Aixo vol dir que
Zlgglo(xlx;)p =00 i lliglo(x;x;')p = o0.
Per la desigualtat del producte de Gromov en espais d-hiperbolics de la Proposicié 3.3.3
aplicada als punts z;, z}, 7 i al punt base p, tenim
(wi.a7)p = min{(z;.77),, (z7.27),} — 30.
Com que els dos termes que apareixen dins del minim tendeixen a infinit, també ho fa el
minim. Per tant,

lim (z;.27), = .
1—00
LS /!
Aixi, (z) ~ (a?).
Hem provat que la relacié és reflexiva, simetrica i transitiva; per tant, és una relacio

d’equivalencia. O

Exemple 3.3.10. La hiperbolicitat és essencial perque la relacié ~ sigui una relacid
d’equivaléncia. Considerem X = Z?2, que hem vist en ’Exemple 3.1.5 que no és hiperbolic,
amb la metrica de la paraula respecte dels generadors (1,0) i (0,1), i prenem com a punt
base p = (0,0).

Per a cada ¢ > 1, definim (Figura 3.4)

a; = (Z,O), bz = (O,Z), C; = (’L,Z)
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Les tres successions (a;), (b;) 1 (¢;) convergeixen a l'infinit. En efecte,

(a;.aj), = min{s, j}, (b;.bj), = min{3, 5},

(Ci-cj)p =2 mm{z,j}
Per tant, en tots tres casos el producte de Gromov tendeix a infinit quan ¢, j — oo.
Vegem ara que la relacié ~ no és transitiva. D’una banda,

(a;.c;)p =1 —> 0 i (bj.c;)p =1 — 0.

Aixi,
(ai) ~(ci) i (b)) ~ (ci)

D’altra banda,

per a tot ¢ > 1. Per tant,

e

® b3 ® C3

® by e C2

® hie 1

¢ —O0—O0—Co—— > T
p=(0,0) ay  az ag

Figura 3.4: Successions a Z2 que mostren que la relacié ~ no és transitiva en general

Aixi doncs, la relacié ~ no és transitiva en aquest exemple. En particular, en un espai
metric arbitrari no podem definir la frontera com el conjunt de classes d’equivalencia de
successions que convergeixen a 'infinit. Aquest és un dels motius pels quals ens restringim
al cas dels espais hiperbolics.

A partir d’ara, suposarem que X és un espai d-hiperbolic. Per I’Observacié 3.3.9, la
relacié ~ és una relacié d’equivalencia sobre el conjunt de successions que convergeixen a
I'infinit, i per tant podem definir la frontera de X.

Definicié 3.3.11. La frontera de X, denotada per 0.X, és el conjunt de classes d’equi-
valencia de successions de punts de X que convergeixen a l'infinit respecte de la relaci6 ~.

A continuacié considerarem el conjunt X = XUdX , que es pot entendre com l’espai
obtingut afegint a X els seus punts de l'infinit. Sota hipotesis adequades, aquest conjunt
dona lloc a una compactificacié de X; no ho demostrarem en el cas general, pero es pot
consultar, per exemple, a [11, Proposici6 2.14]. En canvi, si que ho veurem explicitament
en el cas dels grups lliures més endavant.
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L’objectiu ara és preparar les eines que permeten descriure la topologia de la frontera.
Per anar en aquesta direccid, comengarem veient que el producte de Gromov es pot
estendre a tot X.

En el que segueix, si « € 0X, escriurem (z;) € x per indicar que (z;) és una successié
representant de la classe x.

Definicié 3.3.12. Fixat un punt base p € X, estenem el producte de Gromov a X dela
manera segiient. Per a z,y € X, definim

(1

5 (dp,2) +d(p.y) —d(z,y)) sizyeX,

inf liminf(x.y;), size X, yeodX,

(yi)ey i—o0

inf liminf(z;.y), sizedX, yeX,

((pi)egp 71— 00

inf liminf(z;.y,), siz,y € 0X.
(z;)€x B,j—00
\ (y5)€Y

En els casos en que apareixen punts de la frontera, els infims es prenen sobre totes les
successions representants de les classes corresponents.

Exemple 3.3.13. L’exemple seglient mostra per que, en I'extensio del producte de Gro-
mov a la frontera, cal prendre tant un infim sobre les successions representants com un
limit inferior.

Considerem el graf metric X de la Figura 3.5, que pot ser vist com el graf de Cayley de
Z x 7./27., el qual hem vist que és hiperbolic en I’'Observacié 3.1.4. La frontera consisteix

en dos punts, anomenem-los a™> i a=°.
X wi w3
Ty T3 T2 I Z1 Z9 z3 z4
a~>® ate>®

p Y1 Y2 Y3 Ya
w9 Wy

Figura 3.5: Exemple que motiva 'extensié del producte de Gromov a la frontera

Amb la notaci6 de la figura, tenim

o0

T, — a” >, v — at™, 2z — at™, w; — at>.

Ara bé, les successions (y;) 1 (z;) representen el mateix punt de la frontera, perd donen
valors diferents del producte de Gromov amb (z;). En efecte, per a tot 4, j tenim

d(pyxz> :Z+17 d<pay]) :jv d(pazj) :]_l_la
1 també
dxs,y;) =i+7+1,  d(z,z) =i+
Per tant,
((i+1)+j—(i+j+1)) =0,

N | —

(i-yj)p =
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mentre que

1, . oy
Aixi,
liminf(z;.y;), =0, liminf(zi.z), = 1.

Aixo mostra que, si fixéssim arbitrariament unes successions representants, el valor ob-
tingut podria dependre de la tria del representant. Per aquest motiu, en la definicié
del producte de Gromov per a punts de 0X, prenem I'infim sobre totes les successions
representants.

D’altra banda, la successio (w;) alterna entre punts de la part superior i punts de la part
inferior del graf. Per aixo, el valor de (x;.w;), alterna entre els valors anteriors:

(o), = 4+ S Wi =
P 0 siwj:yj.

En conseqiiencia, el limit lim (z;.w;), no existeix. Tanmateix, el limit inferior si que
74,.]*)00

existeix 1 val lim inf(z;.w;), = 0.
4,]—00

Aixo justifica que en la definicié no es faci servir el limit ordinari, sind el limit inferi-
or: aquest continua tenint sentit encara que els productes de Gromov oscil-lin segons la
successié representant escollida.

Observaci6 3.3.14. El producte de Gromov estes a X respecte del punt base p € X
pren valors en [0,00]. A més, donats z,y € X, es té

(xy)y=00 <= z,y€dX i xz=uy.

Demostracio. Si x,y € X, aleshores
1
(z.9)p = 5(d(p, ) + d(p,y) = d(w,y)) 2 0

per la desigualtat triangular. Per tant, com que en la definicié per a X només prenem
limits inferiors i infims de quantitats no negatives, el producte de Gromov estes pren
valors en [0, 0o].

Vegem ara quan pot valer oo. Demostrem primer la implicacié cap a la dreta. Suposem
que (z.y), = oo0. Si x,y € X, aleshores (z.y), < 00, ja que totes les distancies que
apareixen en la definicié son finites. Per tant, no pot passar que x,y € X. Suposem ara
que z € X iy € 0X. Llavors, per a qualsevol successi6 representant (y;) € y, tenim

%(d(p, r) +d(p, y:) — d(x, y@)) < d(p, ),

ja que, per la desigualtat triangular,

d(p, yz) - d(xvyz) < d(pv 37)

(Tyi)p =

Aixi,
(.y)p < d(p,x) < o0.
El mateix argument serveix si x € 0X iy € X. Per tant, si (z.y), = 0o, necessariament
x,y € 0X. Queda veure que, en aquest cas, x = y. Com que x,y € 0X, per definicid
tenim
(x.y), = inf liminf(x;.y;),.

(x;)€x i,j—00
(y;)€y
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3.3. Frontera de Gromov

Aquest infim val co. Com que tots els termes que apareixen en 'infim pertanyen a [0, oo},
aixo implica que, per a qualsevol parell de representants (z;) € = 1 (y;) € v,

lim inf (z;.;), = oo.
im inf(z;.y;), = o0

En particular, prenent j = ¢, obtenim

lim (2;.y;), = 0.
1— 00

Per tant, (z;) ~ (y;) i, aix{, x = y com a punts de la frontera.
Demostrem ara la implicacié cap a ’esquerra. Suposem que z,y € 0X i que x = y.
Siguin (z;) € x 1 (y;) € y dues successions representants qualsevols. Com que representen
el mateix punt de la frontera, tenim lim (z;.y;), = oco.
1—00
A més, com que (y;) convergeix a l'infinit, lim (y;.y;), = oo.
—00

,

Per la desigualtat del producte de Gromov,

(i-y5)p = min{(2:.9:)p, (Yi-y5)p} — 36.
Els dos termes que apareixen dins del minim tendeixen a infinit quan ¢, 7 — oo. Per tant,

lim inf (z;.9;), = 0.
im inf(z;.y;), = o0

Com que aixo val per a qualsevol tria de representants, I'infim que defineix (z.y), també
és infinit. Aixi, (z.y), = oo. O
Proposicié 3.3.15. Siguin x,2’, 2" € 0X. Aleshores

(z.2"), > min{(z.2"),, (z".2"),} — 34.
Demostracio. Denotem

A= (z.2"),, B = (2".2"),, m := min{A, B}.

Si m = oo, aleshores A = B = oo. Per I’Observaci6 3.3.14, aix0 implica que z = 2" i
2" = ', Per tant, x = 2’ i, de nou per I’'Observaci6 3.3.14, tenim (z.z’), = oo. Aixi, la
desigualtat és trivial en aquest cas.

Suposem, doncs, que m < oo. Prenem successions representants qualsevols

e, (xf) € 2.

(x;) € x, (2]

Per la desigualtat del producte de Gromov en X, per a tot 7, j, k tenim
(xi.xg)p > min{(z;.2})p, (x’k'x;)p} — 30.

Ara bé, com que (z.2"), és I'infim sobre totes les successions representants de z i de z”,
tenim

liminf(z;.2}), > A.
i,k—00

De la mateixa manera,
. : " /
liminf(xy.25), > B.
k,j—00

Per tant, per a tot € > 0, si els indexs son prou grans, es té

(wj.xy)p >m — ¢, (z)-2)p > m — €.
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Aixi, si 71 j sén prou grans, podem prendre k prou gran i obtenir
(z3.25)p > m — e — 30.

En conseqiiencia,
liminf(x;.2"%), > m — e — 30.
i,j—00 J

Com que aix0 val per a tot € > 0, obtenim

lim inf (z;.25), > m — 3.
1,j—00

') € 2’ eren qualsevols,

Finalment, com que les successions representants (z;) € i (2]

prenent I'infim sobre totes aquestes tries deduim que
(z.2"), > min{(z.2"),, («".2"),} — 34. O

Recordem que l'objectiu és dotar X = X U9JX d'una topologia. En el cas general, pero,
ens centrarem només en la part afegida a X, és a dir, en la frontera 0X. Per fer-ho,
construirem una metrica sobre 0.X que induira la topologia desitjada. El primer pas sera
definir una funcié de proximitat entre punts de la frontera.

La idea és que dos punts de la frontera han de ser propers si poden ser representats per
successions que, vistes des del punt base p, avancen cap a l'infinit mantenint un producte
de Gromov gran. Per aixo, per a a > 1, considerem la funcié

plz,y) ==a "V xy€dX,

on fem servir el conveni ¢~ = 0. Com més gran és el producte (x.y),, més properes

considerem les direccions representades per x i y, i més petit és el valor de p(x,y).

Aixi doncs, p és una bona candidata per mesurar la distancia entre punts de 0.X. Ara bé,
en general pot no satisfer la desigualtat triangular. El que si que satisfa és una desigualtat
quasi-ultrametrica, que en particular implica una desigualtat triangular afeblida.

Definicié 3.3.16. Sigui Z un conjunt. Diem que una aplicaci6 ¢: Z x Z — [0, 00) és una
K -quasi-metrica en Z si es compleixen les condicions segiients:

(i) Vz,2/ € Z, q(z,7)=0 <= z=2/;
(i) V2,2 € Z, q(z,7) =q(#, 2);
(i) Vz,2',2" € Z, es compleix la desigualtat quasi-triangular:

q(z,2") < K(q(z,2') + q(¢,2")).

Diem que ¢ és una quasi-metrica si existeix K > 1 tal que ¢ és una K-quasi-metrica.

Definicié 3.3.17. Sigui Z un conjunt. Diem que una aplicacié q: Z x Z — [0,00) és
una K -quasi-ultrameétrica en Z si és una quasi-metrica i, a més, compleix la desigualtat
quasi-ultrameétrica:

V2,2, 2" € Z, q(z,2") < Kmax{q(z,2"),q(z,2")}.

Diem que ¢ és una quasi-ultrametrica si existeix K > 1 tal que ¢ és una K-quasi-
ultrametrica.
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Observacio 3.3.18. Siguin X un espai d-hiperbolic, p € X i a > 1. L’aplicacio

p: 0X x 0X — [0,00)

_ /
(2,2") > a (@.2")p
és una a*-quasi-ultrametrica en 0X.

Demostracio. Primer observem que p esta ben definida com a aplicacié amb valors en [0, 00).
En efecte, per I’Observaci6 3.3.14, el producte de Gromov esteés pren valors en [0, co; amb
el conveni a=> = 0, aixo implica que p(z,2') = a~@*)» € [0, 00) per a tot z,2’ € IX.
Vegem ara la primera propietat. Per I’Observacié 3.3.14, per a x, 2’ € 0X tenim

(x.2'), =00 <= xz=21"
Per tant,
plz,2) =0 = a @ =0 = (z.2'), =00 <= =1
La simetria també és immediata, ja que el producte de Gromov estes és simetric:

(z.2"), = (".2),.
Aixi,
plz,a) = a” 0 = a= 0 — p(a 7).

Finalment, provem la desigualtat quasi-ultrametrica. Siguin z,2’,2” € 0X. Per la Pro-
posicio 3.3.15,
(z.2"), > min{(z.2"),, (z".2"),} — 34.

Com que la funcié t — a~* és decreixent, obtenim

oo, a') = a =
<a min{(z.z")p,(@" .2’)p }+36
— ¥ max{a= @ g~
= a® max{p(z,z"), p(z”, 2')}.
Per tant, p és una a*-quasi-ultrametrica. O

Aixi, p potser no és una metrica, pero si una quasi-ultrametrica. A continuacié veurem
com, a partir de p, es pot construir una metrica sobre X mitjangant la construccié
en cadena que tot seguit definirem. La topologia associada a aquesta metrica sera la
topologia que considerarem sobre la frontera.

Definicié 3.3.19. Sigui Z un conjunt i sigui ¢ una quasi-metrica en Z. L’aplicacio
obtinguda mitjancant la construccié en cadena és I'aplicacié d,: Z x Z — [0, 00) definida

per
k—1

dg(2, 2") == inf {Z q(2i, 2it1)

=0

k e N, z:zo,zl,...,zk:z'}.

Es a dir, I'infim es pren sobre totes les cadenes finites de punts de Z que comencen a z i
acaben a 2.
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Intuitivament, aquesta construccio corregeix el possible defecte de la desigualtat triangular
de ¢. En lloc de mesurar només la separacié directa ¢(z, z’), mesurem la menor longitud
possible d’anar de z a 2z’ passant per una cadena finita de punts intermedis, on la longitud
d’una cadena es calcula sumant les separacions donades per ¢ entre punts consecutius.
D’aquesta manera, d, incorpora automaticament la idea de desigualtat triangular.

Ara bé, en general no podem assegurar encara que d, sigui una metrica: podria passar que
dos punts diferents z, 2/ € Z es poguessin unir mitjancant cadenes amb longitud respecte
de ¢ tan petita com es vulgui. En aquest cas, I'infim d’aquestes longituds seria 0, i per
tant tindriem d,(z,2") = 0 tot i que z # 2.

Observacié 3.3.20. Si la quasi-metrica ¢ ja és una metrica en Z, aleshores la construccio
en cadena no la modifica; és a dir, d, = gq.

Demostracio. En efecte, per una banda, la cadena formada només pels punts z i 2’ dona
dy(z,2") < q(z,2").

Per altra banda, si
!/
Z = 20yR1y:--y Rk — <

és qualsevol cadena que uneix z amb 2/, la desigualtat triangular aplicada repetidament
dona

el
|
_

q9(z,2") < ) a(zi, i)

i

I
=)

Prenent I'infim sobre totes les cadenes que uneixen z amb z’, obtenim
q(z,2") < d,(2,2).
Per tant, d,(z,2") = q(z,2') per a tot 2,2’ € Z. ]

Proposicié 3.3.21. Sigui ¢ una K-quasi-ultrameétrica en un conjunt Z, amb 1 < K < 2.
Llavors laplicacio dy obtinguda mitjancant la construccio en cadena és una metrica en Z.

Demostracio. Per definicié de d,, tenim d,(z, 2") > 0O per a tot 2,2’ € Z. A més, d,(z, z) =
0, ja que podem considerar la cadena formada només pel punt z.
La simetria també és immediata. En efecte, si
_ o
Z = 20yR1y.--y Rk — X
és una cadena que uneix z amb 2z’, aleshores

’
Z = Rk yRlk—1y--+520 — %

és una cadena que uneix z’ amb z. Com que ¢ és simetrica, les dues cadenes tenen la
mateixa longitud respecte de ¢. Per tant,

dy(z,2") = d (7, 2).

Vegem ara la desigualtat triangular. Siguin z,2’,z2” € Z i sigui € > 0. Per definicié
d’infim, podem triar una cadena

Z=20yR1y.-y Rk — X
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tal que

N

-1
e
Q(Zi> ZiJrl) < dl](za Z/) + 57

~
I
o

1 una cadena
rr r
2= 20,20, 2 =2

tal que
-1 -
Zoq i 25) < dq(z’,z”)+§.

Concatenant aquestes dues cadenes obtenim una cadena que uneix z amb z” i que compleix

k-1 -1
E q Z’MZZ-i-l +§ q ]7 J+1
0 7=0

dy(z,2') +dy(7,2") + €.
Com que aix0 val per a tot € > 0, deduim que
dy(z,2") < dy(z,2") +dy (2, 2").

Només queda provar que d, separa punts. Per fer-ho, veurem que si z # 2’, aleshores no
hi pot haver cadenes de longitud respecte de ¢ arbitrariament petita que uneixin z amb
2. Sigui

0= (2= 20,21, %k k41 = Z/)

una cadena finita que uneix z amb 2’. Denotem-ne la longitud per

k
o) = Z q(2iy zir1)-
=0

Veurem la desigualtat segiient:
q(z,2") <2K {,(0).

Aquesta desigualtat implica el resultat que volem provar. En efecte, com que val per a
tota cadena o que uneix z amb 2’, prenent 'infim sobre totes aquestes cadenes obtenim

q(z,2") < 2K dy(z,7").

Per tant, si d,(z,2") = 0, aleshores ¢(z,2') = 0. Com que ¢ separa punts, aixo implica
z=17z.

Provem, doncs, la desigualtat anterior. De fet, veurem una desigualtat una mica més
precisa. Per a una cadena

/
0=1(2=20,21,s 2k, 2kt1 = 2 )

amb almenys dos salts, definim

Y(o) =K (q(zo, 21) +2 2@(%, Ziv1) + q(zxk, zkﬂ)) :

i=1

Veurem que
q(z,2") < (o).
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Aquesta desigualtat implica
q(z,2") < 2K 4,(0),

perque

k-1 K
q(20,21) + 2> q(zi, zi01) + (21, 2601) <2 al2i, 2i01) = 2(0).

i=1 1=0

Provem ara que ¢(z, 2’) < ¥(o0) per induccid sobre el nombre de salts de la cadena. Si la
cadena té només dos salts, és a dir, si

o= (2= 20,21,20 = 2),
llavors la desigualtat quasi-ultrametrica dona directament

q(z,2") < Kmax{q(z, 21),q(z1,2") }.

Com que
maX{Q(za Z1)7 Q(Zh Z,)} S Q(Z7 Zl) + Q(Zh Z,)v

obtenim
q(z,2") < K(q(z, 21) + q(21, z')) = Y(o).

Aix0 prova el cas inicial de la inducci6.
Suposem ara que el resultat és cert per a cadenes amb menys salts i considerem una
cadena

0= (2=20,21,, 2k 2ks1 = 2)

amb més de dos salts. Volem provar que ¢(z,2’) < X(0).
Per a cada h € {0,...,k}, la desigualtat quasi-ultrametrica dona

q(z,2") < Kmax{q(z, z1),q(zn, 2') }.

Triem h maxim tal que
q(z,2") < Kq(zn, 7).

Aquest h existeix, perque per a h = 0 la desigualtat és
q(z,2") < Kq(z,7'),

que és certa ja que K > 1.
Suposem que no es compleix ¢(z, z’) < X(o). Es a dir, suposem que

q(z,2') > (o).

En particular,
q(2,2") > Kq(z,21) 1 q(22) > Kq(z, 7).

La primera desigualtat implica que h > 1, i la segona que h < k — 1. Per tant,
he{l,....,k—1}.
Per la maximalitat de A, tenim
q(z,2') > Kq(zh+1,2").
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Com que
q('za Z/) S K max{q(Z, Zh—l—l)a Q(Zh-i-la Zl)}?

necessariament
q(z,2") < Kq(z, zp41).

D’altra banda, per la definicio de h,
q(z,2") < Kq(zn, 2).
Aixi,
Q(Za Zl) S Kmll’l{Q(Z, Zh+1)7 q('zhv Z/)}
Ara considerem les dues subcadenes
o1 = (20,215 - Zht1) 1 09 = (2h, Zhi1y - o5 Zht1)-
Tenen menys salts que o, i per tant hi podem aplicar la hipotesi d’induccié. Obtenim

q(z, zpa1) < X(01) i q(zn, 2') < X(0y).

Sumant,
q<Z7 Zh—i—l) + Q(Zha Z/) < 2(0-1) + 2(0-2>‘

Per la definicié de ¥, tenim

i=1 i=h+1

h—1 k—1
Y(o1) +X(02) = K <Q(zo,21) +2 gz, 2i41) 290z 2041) +2 Y (21, 2i01) +Q(Zk»zk+1)>

k—1
q(z0,21) +2 )z, zi01) + q(2n, Zk+1)>

=1

Per tant,
(2, zn+1) + q(2n, ") < E(0).

Com que estem suposant que ¢(z, 2’') > X(0), deduim que
q(z, zn11) +q(zn, 2') < q(z, 7).
Ara bé, com que K < 2, per a qualsevols nombres no negatius A i B tenim
Kmin{A, B} < A+ B.

Aplicant-ho a
A= Q(Z’ Z}H—l)’ B = q(zh’ Zl)?

obtenim

q(z,2") < Kmin{q(z, 2n4+1), 4(zn, 2)} < (2, 2n41) + q(2, 2') < q(2,2),

que és impossible.
Aixi, la suposici6 q(z, z') > (o) era falsa, i per tant

q(z,2") < X(o).
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Com hem vist abans, aixo implica
q(z,72") < 2K {,(0).
Finalment, prenent I'infim sobre totes les cadenes o que uneixen z amb 2z’, obtenim
q(z,2") < 2K dy(z,7").

Per tant, si d,(z, 2") = 0, aleshores ¢(z,2") = 0, i com que ¢ separa punts, tenim z = 2’.
Hem provat que d, és no negativa, simetrica, satisfa la desigualtat triangular i separa
punts. Per tant, d, és una metrica en Z. O

Corol-lari 3.3.22. Sigui X un espai d-hiperbolic i sigui X la seva frontera. Fixem un
punt base p € X. Sigui a > 1 tal que a® < 2.
Considerem ’aplicacio
p: 0X x 0X — [0,00)
(z,2') — a= @,

Llavors, l'aplicacio d, obtinguda a partir de p mitjancant la construccid en cadena és una
meétrica en 0X.

Demostracié. Per ’Observacié 3.3.18, p és una a*'-quasi-ultrametrica en 9X. Com que
a® < 2, podem aplicar la Proposicié 3.3.21 amb K = a*. Per tant, d, és una metrica
en 0X. O

Observacié 3.3.23. En el Corol-lari 3.3.22, si § > 0, la condicié a*® < 2 equival a
1 <a<2%. m

Com ja hem vist, en el cas d'un grup lliure finitament generat F' amb base A, el graf de
Cayley Cay(F, A) és un arbre. Per tant, la seva realitzacié geometrica és 0-hiperbolica, i
la frontera admet una descripcié molt més explicita i facil d’entendre i de manipular.

3.3.1 Aplicacié al cas del grup lliure

En aquesta subseccio estudiarem amb més detall la frontera en el cas dels grups lliures.
Anirem més enlla del que hem fet per a un espai hiperbolic general: primer identificarem
la frontera d’un grup lliure amb el conjunt de paraules reduides infinites i hi definirem una
metrica més intuitiva, equivalent a la metrica construida anteriorment. Després veurem
que, afegint aquesta frontera al grup lliure F', 'espai I’ := F'U OF és compacte i que
I és dens en F. Finalment, usarem aquesta compactificacié per demostrar un resultat
algebraic sobre els automorfismes de grups lliures finitament generats: el subgrup de punts
fixos d'un automorfisme és finitament generat. Ens basarem principalment en [4], amb
alguns ingredients de [3].

Al llarg d’aquesta subseccio, F' denotara un grup lliure finitament generat. Fixem una
base A de F' i identifiquem F amb R(A), el conjunt de paraules reduides finites sobre
Al = AU A7l on A7! denota el conjunt dels inversos formals dels elements de A.
Recordem que la metrica de la paraula en F' ve donada per

d(a,f) =la”'l,  a,BEF,

on |a~ '] denota la longitud de la paraula reduida associada a a™!3.
Denotarem per R.,(A) el conjunt de paraules reduides infinites sobre A*!, és a dir,

Roo(A) = {w = wiwows - - - ’ w; € A i wiyy # w; ! per a tot i > 1}.
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Siu € R(A) U Ry (A), escriurem |u| per denotar la seva longitud, amb el conveni que
|u| = 00 si u € Ryo(A).

Si w és una paraula reduida finita o infinita i 0 <4 < |u|, escriurem ini(u, ) per denotar
el prefix de i lletres de u. En particular, si u = ujusus - - - , aleshores

ini(u,i) = ugug - - - u;.

També escriurem ini(u, 0) per denotar la paraula buida.

Donades dues paraules reduides finites o infinites u,v € R(A) U Ry (A), escriurem u A v
per denotar el prefix comu més llarg de u i v. Observem que |uAv| = (u.v);. Usarem amb-
dues notacions.

Finalment, si v és prefix de u, és a dir, si u A v = v, escriurem v < u.

Proposicié 3.3.24. Sigui F' un grup lliure finitament generat amb base A. Aleshores hi
ha una bijeccio natural

OF +— Ry (A).
Demostracio. Treballarem respecte del punt base 1 € F'. Definim primer una aplicacio
U: Roo(A) — OF.
Sigui w = wywews - - - € Ry(A). Per a cada i > 1, considerem el prefix finit
ini(w,i) = wyws - - -w; € F.

Com que w és una paraula reduida infinita, cada ini(w, i) és una paraula reduida finita.
A més, sii,7 > 1, aleshores

(ini(w, 7). ini(w, j)), = min{i, j}.
D’aqui es dedueix que
lim (ini(w, 4). ini(w, j)), = oo.
1,j—00
Aixi, la successi6 (ini(w, 7)) convergeix a I'infinit i defineix un punt de la frontera. Posem
U(w) := [(ini(w,q))] .
Definim ara una aplicacio en sentit contrari

¢: OF — Roo(A).

Sigui z € OF i sigui (u;) € x una successié representant. Com que (u;) convergeix a
Iinfinit, per a cada N > 1 existeix iy € N tal que, si i, > iy, aleshores

(uz-.uj)l Z N.

Com que (u;.uj); mesura la longitud del prefix comd més llarg de u; 1 u;, aixo implica
que, per a i, j > iy, les paraules u; i u; tenen el mateix prefix de longitud N.

Per tant, per a cada N > 1, podem definir una paraula reduida finita de longitud N de
la manera segiient: triem qualsevol ¢ > iy i posem

ini(w, N) := ini(u;, N).

Aquesta definicié no depen de la tria de i > iy, perque totes les paraules u; amb 7 > iy
tenen el mateix prefix de longitud N.
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A més, aquests prefixes son compatibles quan N varia. En efecte, si M < N, prenent i
prou gran, el prefix de longitud M de ini(u;, N) coincideix amb ini(u;, M). Per tant, el
prefix de longitud M de ini(w, N) és ini(w, M).
Aixi obtenim una tnica paraula reduida infinita

W = wiwaws - - - € R (A).

Definim
O(z) = w.

Cal veure que ® esta ben definida, és a dir, que no depen de la successié representant
escollida. Siguin (u;) i (v;) dues successions representants del mateix punt x € 9F. Siguin
w,w" € Ry (A) les paraules infinites obtingudes a partir de (u;) i (v;), respectivament.
Com que (u;) ~ (v;), tenim

lim (u;.v;); = oc.
71— 00

Fixem N > 1. Per a ¢ prou gran, tenim
(ui-vi)l Z N.

Aixo vol dir que u; i v; tenen el mateix prefix de longitud N. A més, per la construccio
de w i w', per a i prou gran tenim

ini(w, N) = ini(u;, N) 1 ini(w', N) = ini(v;, N).
Per tant,
ini(w, N) = ini(w’, N).

Com que aixo és cert per a tot N > 1, deduim que w = w’. Aixi, ® esta ben definida.
Vegem ara que ® i ¥ sén inverses una de l'altra. Sigui w = wiwews -+ € Rs(A). Per
definicio,
U(w) = [(ini(w,4))] .
Si apliquem ¢ a aquesta classe, per a cada N > 1 obtenim com a prefix de longitud N
precisament
ini(w, N) = wijwsy - - - wy.

Per tant,
O(V(w)) = w.

Aixi,
boV = idRoo(A) .

Reciprocament, sigui « € JF i sigui (u;) € x una successié representant. Suposem que
O(x) = w = wywaws - - - .

Per definicié de V¥, tenim
U(®(z)) = [(ini(w,))] .
Hem de veure que aquesta classe coincideix amb x. Per fer-ho, n’hi ha prou de veure que
les successions (v;) i (ini(w,4)) sén equivalents.
Fixem N > 1. Per la construccié de w = ®(z), per a ¢ prou gran tenim

ini(u;, N) = ini(w, N).
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D’altra banda, si ¢ > N, aleshores
ini (ini(w, i), N) = ini(w, N).

Per tant, per a ¢ prou gran,
(. ini(w,z’))1 > N.

Com que N era arbitrari, obtenim

lim (u;. ini(w, 1)), = .

1—00
Aixi,
(w;) ~ (ini(w,1)),

i per tant

U(P(z)) = x.
Hem provat que

Vod =idyr.
Aixi doncs, arribem a la conclusié que ® i ¥ sén aplicacions inverses. Per tant, hi ha una
bijeccié entre OF i Roo(A). O

A partir d’ara identificarem OF amb R (A) mitjangant la bijeccié anterior. Per tant,
pensarem els punts de la frontera com a paraules reduides infinites.

Com que som en el cas 0-hiperbolic, en el Corol-lari 3.3.22 podem prendre § = 0. La
condicié a® < 2 esdevé aleshores 1 < 2, de manera que és certa per a tot a > 1. Fixarem
a = 2 i considerarem 1’aplicacié

p: Roo(A) X Roo(A) — [0, 0)
(w, w') — 27w

on fem servir el conveni 27°° = (.
A continuaci6 veurem que, en aquest cas, p ja és una metrica sobre R..(A) = OF. Per
tant, per I’Observaci6 3.3.20, la construccié en cadena no la modificara.

Proposicié 3.3.25. Considerem [’aplicacio
p: Fx F—[0,00)

0 St u =,

(U,U) — {2u/\v

st u # v.

Aleshores p és una métrica en F, i la seva restriccié a OF coincideiz amb p. En particular,
p €s una metrica en OF i d, = p.

Demostracié. Primer veurem que p és una metrica. Es clar que plu,v) > 0 per a tot
u,v € F. Per definicid, si u = v, aleshores p(u,v) = 0. Reciprocament, si p(u,v) = 0, no
podem tenir u # v, ja que en aquest cas p(u,v) = 271%\*l > 0. Per tant, cal que u = v.
La simetria també és immediata, perque u A v = v A u per a tot u,v € F. Aixi,

Alu,v) = (o, ).

Només queda provar la desigualtat triangular. De fet, provarem una desigualtat més forta:
la desigualtat ultrametrica. Siguin u, v,z € F. Volem veure que

plu,v) < max{p(u, ), p(z,v)}.
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Si u = v, la desigualtat és immediata. Suposem, doncs, que u # v.

Sigui m := min{|u A z|, |z Av|}. Aleshores u i z tenen el mateix prefix de longitud m, i
z i v també tenen el mateix prefix de longitud m. Per tant, v i v tenen el mateix prefix
de longitud m. Aixo implica que

lu Av| > m =min{|u A z|, |z Awvl|}.
Com que la funcié t — 27 és decreixent, obtenim

;/0\(% U) _ 2—\u/\v\
< 2—min{\u/\z|7 |zAv]|}
— maX{2f|u/\z\’ 27|z/\v\}
— max{(u, 2), (2 v)}.

En particular,
plu,v) < plu, 2) + Az, v).

Aixi, p és una metrica en F. De fet, és una ultrametrica.
Vegem ara que la restriccié de p a OF x OF coincideix amb p. Siguin w,w’ € JF, que
identifiquem amb paraules reduides infinites. Si w = w’, aleshores

b\(U)?w/) =0= p(w, w,)'
Siw # w', aleshores w A w' és el prefix comi més llarg de w i w’, 1 per tant
lw AW = (w.w);.

Aixi,
plw,w') = 271or'l = o=@ — piy ).

Per tant, plorxar = p. En particular, p és una metrica en 0F i, per ’Observacié 3.3.20,
d, = p. O
En alguns punts escriurem x; — x per indicar que la successié (z;) convergeix cap a z,
és a dir, que lim z; = x.

1—00

Proposicié 3.3.26. Amb la métrica p, el subespai F' és dens en FiF és compacte.

Demostracio. Vegem primer que F' és dens en F. Volem provar que tot element de F és
limit d’una successi6 d’elements de F.
Sigui o € F. Si a € F, aleshores a és limit d’elements de F', ja que la successié constant

o, o, Q...

és una successio d’elements de F' que convergeix a a.
Suposem ara que « € OF. Mitjancant la identificacié de F amb R..(A), podem escriure

o= a1a203 -+ * , a; € AT
amb a;41 # a; " per a tot i > 1. Per a cada ¢ > 1, definim
a; = ini(«, 1) = ajag - - - a;.

Aleshores «; és una paraula reduida finita i, per tant, a; € F. A més, com que «; és el
prefix de a de longitud 7, tenim
a; N o= o,
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1 per tant
la; A o] =i

Com que «; # «, per la definicié de p, obtenim
ploy, o) = 27 leinal = 9=,

Per tant,

lim p(ay, o) = lim 27 = 0.

1—00 1— 00
Aix0 demostra que p(«;, ) — 0. Per tant, a; — a en F. Aixi, F' és dens en E.
Vegem ara que F és compacte. Com que F és un espai metric, n’hi ha prou de veure
que és seqiiencialment compacte, és a dir, que tota successio d’elements de F admet una
subsuccessié convergent.
Sigui (w,) una successi6 d’elements de F. Recordem que, si w, € JF, aleshores |w,| = cc.
Distingirem dos casos.
Suposem primer que existeix L > 1 tal que, per a tot ng € N, existeix n > ng amb

|w,| < L.

Aixo vol dir que hi ha infinits termes de la successié amb longitud menor que L. Per tant,
podem extreure una subsuccessié formada només per paraules de longitud menor que L.
Per no carregar la notacid, tornem a denotar aquesta subsuccessié per (w,,).

Com que A* és finit, només hi ha un nombre finit de paraules reduides de longitud menor
que L. Pero la successié (w,,) té infinits termes. Per tant, alguna paraula reduida finita
apareix infinites vegades. Diguem-ne w. Aixi, podem extreure una subsuccessié constant

Wy, = W per a tot k.

Aquesta subsuccessié convergeix clarament a w.

Suposem ara que no passa el cas anterior. Aleshores, per a tot L > 1, existeix ng € N tal
que, si n > ng, aleshores

|w,| > L.

Es a dir, les longituds dels termes de la successié tendeixen a infinit. Distingirem dos
subcasos.

Suposem primer que hi ha infinits termes de la successié que tenen longitud infinita, és a
dir, que pertanyen a OF. Aleshores podem extreure una subsuccessié formada només per
paraules reduides infinites. De nou, per simplicitat, la denotem per (w,,).

Com que A*! és finit, existeix una lletra a; € A*! tal que infinits termes de (w,,) comencen
per a;. En prenem una subsuccessid. Dins d’aquesta subsuccessid, torna a haver-hi un
nombre finit de possibilitats per a la segona lletra; per tant, podem extreure una nova
subsuccessié tots els termes de la qual comencen pel mateix prefix reduit de longitud 2,
aias. Repetint aquest procés, per a cada m > 1 obtenim una subsuccessio (wq(zm)) tal que
tots els seus termes comencen pel mateix prefix reduit de longitud m, ajas---a,,, i de
manera que (wi™") és una subsuccessié de (wi™).

Cada prefix prolonga l'anterior. A més, com que cada prefix apareix com a prefix d’una
paraula reduida, tenim

aji1 7 aj_l per a tot 57 > 1.

Per tant, determinen una paraula reduida infinita
w = ajazaz -+ € Ry(A) C E.
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Prenem ara la subsuccessié diagonal

Qp = w,(f:).
Aquesta és una subsuccessié de la successio original. A més, si fixem m > 1 i prenem
k > m, aleshores ), pertany a la subsuccessié (wflm)). Per tant, €, i w tenen el mateix
prefix de longitud m, i aixi
Q% A w| > m.

D’aqui obtenim
P(Q,w) <27™ per a tot k > m.

Com que m és arbitrari, deduim que p(§2, w) — 0. Aixi, Q) — w en F.

Ens queda el cas en que només hi ha un nombre finit de termes de longitud infinita.
Eliminant aquests termes, podem suposar que tots els w,, sén paraules reduides finites, és
a dir, que w,, € F per a tot n. Com que les longituds tendeixen a infinit, podem extreure
una subsuccessid, que tornem a denotar per (w,), tal que

|wn| < w11 per a tot n.

Ara repetim el mateix argument diagonal. Com que |w,| — 00, a partir d'un cert index
totes les paraules tenen almenys una lletra. Com que A*! és finit, existeix una lletra a; €
A*! tal que infinits termes de la successié comencen per a;. En prenem una subsuccessié.
Dins d’aquesta subsuccessié, a partir d'un cert index totes les paraules tenen longitud
almenys 2, i torna a haver-hi un nombre finit de possibilitats per a la segona lletra. Per
tant, podem extreure una nova subsuccessio tots els termes de la qual comencen pel mateix
prefix reduit de longitud 2, ajas. Continuant inductivament, per a cada m > 1 obtenim

una subsuccessio (wflm)) tal que tots els seus termes comencen pel mateix prefix reduit de
(m+1 ))

longitud m, ajas -+ - ap,, i tal que (wy " és una subsuccessié de ( ) A partir d’aqui,
I’argument segueix com en el subcas anterior.

En tots els casos hem trobat una subsuccessié convergent. Aixi, tota successié d’elements
de F' admet una subsuccessié convergent. Per tant, F' és compacte. O

Un cop descrita la compactificacié F = FUOF , transitarem cap a una aplicacié algebraica:
veurem que la frontera d’un grup lliure serveix com a eina per demostrar que el subgrup de
punts fixos d'un automorfisme d’un grup lliure finitament generat és finitament generat.
A partir d’ara fixem un automorfisme f del grup lliure finitament generat F'.

Definicié 3.3.27. Definim la mida de f respecte de A com
Sa(f) = max{|f(a)], |/~ (a)]}-

Observacié 3.3.28. Sigui S := Sa(f). Llavors per a tot 7 € F' es compleix

o=

Demostracio. En efecte, si escrivim la paraula reduida f(vy) com f(y) = by---bg, amb
b; € A*!, aleshores
1) fH ()

C
Com que, per definicié de S, tenim ] f L(by)| < S per a tot i, deduim que

k
= 1717601 < 3197 ) < 5= Sl

el

Per tant, |f(y)] > 3.
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Proposicié 3.3.29. Sigui F' un grup lliure finitament generat amb base A, i sigui f un
automorfisme de F'. Aleshores existeir un unic homeomorfisme

fiF—F
tal queﬂp:f.

Demostracio. Escriurem S := S4(f). A continuacié definirem l'extensié de f a F. Si
a € F, posem simplement f(oz) := f(a). Suposem ara que o € OF. Identificant OF amb
el conjunt de paraules reduides infinites, escrivim a = aqaqaz - - - .

Per a cada p > 1, posem

a, = ini(a, p) = ay - - - ay.

Volem veure que la successié ( f (ozp)) convergeix en F.
Per a cada p > 1, sigui
p
e f]

Com que |a,| = p, per I'Observacié 3.3.28 tenim

D’altra banda,
Qp+1 = Qplp+1,
1 per tant

flaps1) = flay) flapsr),

entenent que després cal reduir la paraula. Ara bé, com que |f(ay11)| < S5, en passar de
f(oyp) a f(aps1) només es poden cancel-lar, com a maxim, les darreres S lletres de f(ay,).
Aixi, si

ly:=m, — 95,

aleshores, sempre que £, > 0, el prefix de longitud ¢, de f(a,+1) coincideix amb el prefix
de longitud ¢, de f(a,):

ini (f(aps1), £p) = ini(f(ap), Cp).

El mateix argument, aplicat successivament, mostra que per a tot ¢ > 0 es té

ini (f(opre), €p) = ini(f(ey), ),

sempre que ¢, > 0. En altres paraules, un cop fixat p, el prefix de longitud /¢, de les
paraules f(a,) ja no canvia per a ¢ > p.
Com que

e,,:%J—S—wo

quan p — oo, aix0 implica que, per a cada N > 1, existeix py tal que, si ¢,¢" > po,
aleshores les paraules f(a,) i f(cy) tenen el mateix prefix de longitud N. Per tant, la
successio ( f (ap)) convergeix a una paraula reduida infinita. Definim

f(a) = lim f(ay).

p—0o0

Aixi hem definit una aplicaci

~

fﬁ%ﬁ
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que coincideix amb f sobre F'.
Vegem ara que f és continua. Sigui N > 1. Triem p prou gran perque

552

Sia, 8 € F tenen un prefix comt de longitud p, aleshores I’argument anterior mostra que
i ) tenen un prefix comu de longitud almenys N. Per tant,

=
=

[f(a) A F(B)] = N,

i, en conseqiiencia,

A(fla), f(B)) <27V

Com que podem fer N tan gran com vulguem prenent p prou gran, deduim que fA és
continua.
Apliquem ara la mateixa construccié a I’automorfisme invers f~!. Obtenim una aplicacié
continua

FLE—F

que estén f~1. Volem veure que aquesta aplicacié és la inversa de f.
Considerem, per exemple, la composicio

frof.

Aquesta aplicaci6 és continua i coincideix amb la identitat sobre F. Com que F' és dens
en F| si @ € F podem prendre una successié («;) d’elements de F' tal que

o — Q.

Aleshores, per continuitat,
F1 e (721 N
(f~'o ﬂ () ihHl (f1o ﬂ () = Z_hm a; = a.

Per tant,
f~tof=ids.
De la mateixa manera,

foP:idA.

Aixd, f és bijectiva, continua i amb inversa continua. Per tant, f és un homeomorfisme.
Finalment, vegem que l'extensi6 és tnica. Sigui g: F — F un altre homeomorfisme tal
que glp = f. Si @ € F, prenem una successié (a;) d’elements de F tal que o — ov.
Aleshores

~

§(a) = lim g(as) = lim f(ar) = lim Flas) = Jlo).

i—00
Per tant, g = ]/”\ Aixi, I'extensio és tnica. O
Lema 3.3.30 (Bounded Cancellation Lemma). Sigui F' un grup lliure finitament generat.

Donat un automorfisme f: F — F, ezisteix C(f) € Z>o tal que si ay, a9 € F i |ajan| =
laq| + ||, llavors

[fena)| = | fan) + [ f(a2)| = 2C().
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Demostracio. Escriurem @& per denotar la paraula reduida que representa o~ '. Recordem
primer que, si 5,7 € F', la quantitat de cancel-lacid que apareix en el producte (v és
exactament la longitud del prefix comu més llarg de 5 i . Per tant,

18] + Iy = 187l = 2B Al

Aplicant aixo a
B = fla), v = flaw),

i usant que

obtenim

Per tant, n’hi ha prou de veure que la quantitat

| f(@1) A flaz) |

esta uniformement acotada quan el producte ayap no té cancel-lacio.

Com que per la Proposicié 3.3.29 f s’estén a un homeomorfisme de F', també ftés
continua en F. A més, com que F' és compacte, f~! és uniformement continua. Aixi,
aplicant la continuitat uniforme amb ¢ = 1, existeix n > 0 tal que si u,v € F satisfan

plu,v) <,

aleshores
p(f M), fH () < 1.
Triem N € N prou gran perque
27NV <.

Afirmem que aquest N acota la cancel-lacié anterior. Suposem, per contradiccid, que
| f(@1) A flaz) | > N.

Aleshores )
ﬁ(f(@l), f(az)) — o~ If@)Afla2)| - 9=N 0.

Per la tria de 7, obtenim
plan, az) = p(fH(f(@)), f7H(f(ew))) < 1.
Aixo implica que @; i as tenen un prefix comu no trivial, és a dir,
|ag A ag| > 1.

Pero aixo vol dir precisament que en el producte aqas hi ha cancel-lacié, contradient la
hipotesi

lagas| = |ag| + |az|.
Per tant,
| f(@1) A flaz) [ < N.
Finalment,
|flanan)| = |f(an)| + | f(a2)| = 2] f(an) A flaz) |
> | f(en)] + [f(az)| = 2N.
Aixi, prenent C(f) := N, obtenim la desigualtat desitjada. ]
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Definicié 3.3.31. En les condicions del Lema 3.3.30, C'(f) s’anomena fita de cancel-lacid de f.

Corol-lari 3.3.32. Donatsa € F i o' € F amb o < a, existeix € F tal que

Bl<C() i fl@)B< fla).

Demostracio. Com que o < «, podem escriure @ = a7, on v és una paraula reduida
finita o infinita, i el producte o/~ és reduit. Si « és la paraula buida, aleshores @ = o i
n’hi ha prou de prendre § = 1. Suposem, doncs, que 7 no és buida.

En aplicar f, pot apareixer cancel-lacié entre el final de f(o’) i el principi de la imatge del
tros que segueix a . L’objectiu és veure que es pot corregir aquesta cancel-lacié afegint
només una paraula curta al final de f(o/).

Primer suposem que v € F'. Com que o'~ és un producte reduit, tenim

'y = || + 7.

Pel Lema 3.3.30,
|fl )] = [f(a)] + [f(7)] = 20().

)
D’altra banda, si en reduir la concatenacié f(a')f(y) es cancellen exactament r lletres
del final de f(a’) amb r lletres del principi de f(7), aleshores

[f(a)] = £ @)+ [f(v)] = 2r

Comparant les dues desigualtats anteriors, obtenim
2r <20(f),

1 per tant

r < C(f).

Sigui p la part de f(a’) que sobreviu després d’aquesta cancel-lacid, i sigui 7 el tros final
de f(a/) que es cancel-la. Aixi podem escriure

fl)=pn, Inl=r<C(f)
En reduir f(o/)f(), el tros nn desapareix i el resultat comenga per p. Per tant,
p< fla'y) = fla).
Ara definim 8 := n~1. Aleshores |3| = |n| < C(f), i, com que f(a') = pn, tenim
f@)B=pm™" =p < f(a).
Si v és infinita, apliquem el raonament anterior als prefixes finits
vi = ini(7y, ).

Per a cada 1, el producte o/v; és reduit. Per tant, en reduir f(a')f(7;) es cancel-len com
a maxim C(f) lletres del final de f(a/).

Com que només hi ha un nombre finit de sufixos de f(a') de longitud menor o igual que
C(f), podem passar a una subsuccessié i, renombrant-la si cal, suposar que el tros de
f(a’) que es cancel-la és sempre el mateix, diguem-ne 7. Escriurem

fl@)y=m, Il <C(f).
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Aleshores, per a tots els i de la subsuccessio, el prefix de f(a’v;) que prové de f(a/) és
precisament p. R R
Com que o/v; — &’y =a en F, i f és continua en F, tenim

fav) — f(a).

Per tant, el prefix finit p també és prefix de f(«), és a dir, p < f(«).
Definint de nou 3 := n~!, obtenim

Bl=mhl<C() i fl@)B=pm ' =p< fl). O

Lema 3.3.33. Donats oy, ay € 1/7\, suposem que oy < f(ag) i ay < f(az). Sigui a =
ay A ag. Llavors existeiz f € F tal que f(a) = af, amb || < (2+S(f)) max {C(f),C(f™1)}.

Demostracid. Posem M := max{C(f),C(f™1}.

Si a és infinita, aleshores a; = ap = . Com que a < f(«a) i totes dues sén paraules
infinites, necessariament f(«) = «, i podem prendre 8 = 1. Suposem, doncs, que a € F.
Com que a < «; per a i € {1,2}, podem aplicar el Corol-lari 3.3.32. Aixi, per a cada
i € {1,2} existeix v; € F tal que

Vil < C(f) i fla)y < flo).

Definim k := | f(«)| — |a|. Aquest nombre mesura quant varia la longitud de a en aplicar
f. Pot ser negatiu, ja que f(«) pot ser més curta que « després de reduir la paraula. El
que veurem és que aquesta disminucié de longitud no pot ser arbitrariament gran: més
endavant obtindrem una cota inferior uniforme per a k. Fixem i € {1,2}. Com que

fla)yi < flaw) 1 i < fla),

les paraules f(a)y; i a; sén prefixos de la mateixa paraula f(«;). En concatenar f(«) i
~i, només es poden perdre, per cancel-lacid, com a maxim |v;| lletres del final de f(«).
Per tant, f(a) i oy tenen un prefix comu de longitud almenys | f(«)| — || Es a dir,

[f(e) ANeu| = [ f(a)] = vl = [f(a)] = C(f).

Ara bé, si una paraula és prefix comi de f(«) amb «; i també amb ay, aleshores és prefix
comu de ay i ap. Per tant,

| o o
min [£(a) A as] < Jor A = faf

Aixi,
ol = min |f(@) Aol = |f(@)] = C(F) = |a] + k= C().
D’aqui obtenim
k< C(f) < M.

Ara volem obtenir una cota inferior per a k. Escrivim a; = ad; per a i € {1,2}.
Com que a = ay A g, els sufixos d; 1 d3 no tenen cap prefix comu no trivial, és a dir,

51/\52:1.

Com que «; < f(oy) per ai € {1,2}, les paraules f(a;) i f(ag) tenen almenys a com a
prefix comu. Per tant,

laf < [f(on) A flaz)l.
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D’altra banda,
f(az) = f(a)f((sz)a (&S {L 2}7

entenent sempre els productes reduits. Per tant,

(o) A flaz)| < [f(a)] +[£(d1) A F(02)]-

Si posem
q:= f(61) A f(d2),
obtenim

ol < 1F(@)] + ldl,

de manera que
lql = |o] = [f(a)| = —F.

Ara apliquem el Corol-lari 3.3.32 a ’automorfisme f~'. Com que ¢ < f(d;) perai € {1,2},
existeix g; € F tal que

el <O i T (g)e <6

Per tant, per a i € {1,2}, la paraula §; té com a prefix la part de f~'(¢q) que sobreviu
després de concatenar amb g;. Aquesta part té longitud almenys |f~'(q)| — C(f™1).
Com que 01 A 63 = 1, aquesta longitud no pot ser positiva. Per tant,

@l <.
Usant la definicié de S(f), tenim
lal = [F(fH)] < SIDIF @] < S(HC(F) < S(HM.

Com que |g| > —Fk, deduim que
k< S(f)M.

Juntament amb k£ < M, aixo dona
k[ < S(f)M.
Finalment construim . Per a i = 1, tenim
flo)n < flan) 1 a<or < fla).

Aixi, f(a)y; i a sén prefixos de la mateixa paraula f(aq) i, per tant, un és prefix de
I'altre. Posem w := f(«)y;. Aleshores existeix una paraula 8 € F tal que, segons quin
dels dos prefixos sigui més llarg,

wh=a obé af =w.
A més,
18] = |lwl = lal]| < [If(@)] = lad] + Il = [k + ] < S(F)YM +M = (S(f) +1)M.
Si wf' = a, aleshores f(a)y 3 = a, i per tant f(a) = a(y18')~". En aquest cas posem
Bi=(nmp) "

68



3.3. Frontera de Gromov

Si, en canvi, a8’ = w, aleshores a3 = f(a)7y1, i per tant f(a) = aB'v;'. En aquest cas
posem

8=yt

En qualsevol dels dos casos tenim

18] < Iml+ 161 < M+ (S(f) + YM = (S(f) +2)M.
Com que M = max{C(f),C(f™1)}, aixd és exactament

18] < (24 S(f)) max{C(f), C(f )} =

Teorema 3.3.34. El subgrup de punts fizos d’un automorfisme d’un grup lliure finitament
generat és finitament generat.

Demostracio. Sigui F' un grup lliure finitament generat i sigui f un automorfisme de F.
Denotem per Fix(f) el subgrup de punts de fixos de f, és a dir:

Fix(f) = {a e F'| f(o) = a}.

Suposem, per contradiccié, que Fix(f) no és finitament generat. Com que tot subgrup
d’un grup lliure és lliure (vegeu [5, Teorema 56]), podem triar una base infinita de Fix(f),
{an}n>1. Construirem una nova base {f,},>1 de Fix(f) de la manera segiient. Posem
[y := ay. Per a cada n > 2, triem 3, com un element de longitud minima dins del conjunt

(e T ) Yo T

Aquesta substitucié no canvia el subgrup generat, i per tant els elements {£,},>1 conti-
nuen formant una base de Fix(f). En particular,

f(B,) =B  peratot n.

Com que F' és compacte, la successié (f,) admet una subsuccessié convergent. Escriurem
aquesta subsuccessié com
Bn; — v € F.

Vegem que, de fet, v € OF. Suposem, per contradiccio, que v € F. Com que 3,, — 7, per
a i prou gran tenim p(Bn,,~) < 27D Ara bé, siu € F i u # , aleshores [u Av| < |/,
i per tant p(u,~y) > 27N Aixi, I'inica possibilitat és que 3,, = 7 per a tot i prou gran.
Aix0 contradiu que els f3,,, sén tots diferents. Per tant, v ¢ F' i deduim que v € OF.
A més, com que f és continua en Fi f(Bn,) = Bn, per a tot i, tenim f(y) = 7.
Passant a una subsuccessioé si cal, podem suposar que els prefixes comuns amb ~ soén cada
vegada més llargs. Definim

0i = P, N\ 7.

Aleshores, si i < 7, tenim

Ara apliquem el Lema 3.3.33 a les paraules 3, i 7. En efecte, el podem aplicar: com que
totes dues sén fixes per f,
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Per tant, existeix una paraula ¢; € F' tal que

on M és una constant que només depen de f. Pero només hi ha un nombre finit de
paraules de longitud menor o igual que M. Aixi doncs, existeixen 7 < j tals que ¢; = ¢;.
Definim 7 := (5i(5]71. Aleshores, n € Fix(f) ja que

Fn) = F(6:6;1) = f(6:)f(0;)7" = bigs(0,85) ™" = bieae; 10,1 = 605 = .

Com que els «; formen una base de Fix(f), podem escriure  com una paraula reduida
en els o;:

SR - D= 5 |
=y Qp, Q.
Posem p = max{pl, - ,pr}. Triem ara k prou gran perqué

ny > max{p, j}.
Aleshores
neE (g, ... ,0n, 1)
Com que, per definicid,
By, € {Q1, .oy Oy 1) Qg
també tenim
NPy € (O, vy Q1) -

Pero f3,, havia estat triat com un element de longitud minima dins d’aquest conjunt, de
manera que

D’altra banda, com que j < k, tenim
0; < 0 < P,
i podem escriure f3,, = d;o, amb o € F. Aixi, |5,,| < |6;] + |o|. En multiplicar obtenim
By = 007 By = 8:05 10,0 = b0

Per tant,
1750 | < 10i] + o]
Com que |9;| < |d;], obtenim

75| < 1Bni|.
Aix0 contradiu la minimalitat de 3,, dins de
(01, Q1) Q-
Hem arribat a una contradiccié. Per tant, Fix(f) ha de ser finitament generat. [

El Teorema 3.3.34 és un resultat classic de la teoria de grups lliures i admet diverses
demostracions diferents, entre les quals hi ha la que hem presentat. Aquest resultat
assegura que, si f és un automorfisme d’un grup lliure finitament generat, aleshores Fix(f)
és finitament generat. Aquest problema de finitud va ser resolt per Gersten (vegeu [7]), i
Cooper en va donar posteriorment una demostracio alternativa més breu usant arguments
en la frontera (vegeu [4]), que és la linia que hem seguit en aquest treball.

Per a més informacié sobre el context historic i els principals resultats al voltant dels
subgrups fixos d’automorfismes i d’endomorfismes de grups lliures, vegeu [14].

Seguint aquesta direccid, hi ha un resultat significativament més fort i profund, conegut
historicament com la conjectura de Scott.
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Conjectura 3.3.35 (Scott, 1975). Sigui f: F, — F,, un automorfisme. Llavors
rang(Fix(f)) < n.

Abans de la demostracié completa d’aquesta conjectura, Dyer i Scott en van obtenir un
cas particular important per a automorfismes d’ordre finit. En aquest cas, el seu resultat
afirma que Fix(f) no només satisfa la cota anterior, siné que és un factor lliure de F,,, és
a dir, existeix un subgrup K < F,, tal que

F, = Fix(f) * K.

Aquesta condicié implica, en particular, que el rang de Fix(f) és com a maxim n (ve-
geu [6]).

Teorema 3.3.36 (Dyer—Scott, 1975). Sigui f: F,, — F,, un automorfisme d’ordre finit.
Llavors Fix(f) és un factor lliure de F,.. En particular,

rang(Fix(f)) < n.

La conjectura de Scott va ser finalment demostrada en tota la seva generalitat per Bestvina
i Handel (vegeu [2]).

Teorema 3.3.37 (Bestvina—Handel, 1992). Sigui f: F,, — F,, un automorfisme. Llavors
rang(Fix(f)) < n.

La demostracié del Teorema 3.3.37, deguda a Bestvina i Handel, és molt més profunda
que la que hem presentat aqui. L’article ocupa unes cinquanta pagines als Annals of
Mathematics i introdueix la teoria dels train tracks per a automorfismes de grups lliures.
Aquesta teoria va obrir una via de recerca molt fructifera i ha estat fonamental en 'estudi
posterior dels automorfismes de grups lliures.
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Conclusions

Al llarg d’aquest treball hem introduit els grups hiperbolics, una familia de grups finita-
ment generats que ocupa un lloc central dins la teoria geometrica de grups. El seu interes
prové, en part, del fet que exemplifiquen molt bé el pont entre ’algebra i la geometria:
un grup, objecte inicialment algebraic, pot ser estudiat a través de I'espai metric associat
al seu graf de Cayley. En el cas dels grups hiperbolics, aquesta relacié es concreta en el
fet que una propietat geometrica d’aquest espai, la hiperbolicitat, esdevé una propietat
intrinseca del grup.

El primer pas ha estat desenvolupar les eines metriques necessaries per donar sentit a
aquesta idea. Hem introduit les nocions de quasi-hiperbolicitat i d’hiperbolicitat, les
quals son equivalents en espais metrics geodesics, i hem vist que la geometria a gran
escala permet comparar espais mitjancant quasi-isometries. Aquest punt és essencial,
perque garanteix que la hiperbolicitat d’un grup no depen del sistema finit de generadors
escollit, siné que és una propietat inherent al grup.

A continuacié, hem estudiat els grups lliures, les presentacions de grups i els grafs de
Cayley, que han servit com a model fonamental per entendre la definicié de grup hi-
perbolic. Els grups lliures apareixen com el cas més basic —i alhora més ric— d’aquesta
teoria: els seus grafs de Cayley sén arbres i, per tant, constitueixen exemples naturals
d’espais O-hiperbolics. En aquest sentit, els grups hiperbolics poden entendre’s com una
generalitzacio geometrica dels grups lliures.

Un cop definits els grups hiperbolics, hem vist algunes de les moltes propietats que se’'n
coneixen. En particular, hem demostrat que els grups hiperbolics tenen el problema de
la paraula resoluble mitjancant 'algorisme de Dehn. Aquest resultat mostra clarament
com una condicié geometrica sobre el graf de Cayley pot tenir conseqiiencies algebraiques
concretes.

Finalment, hem introduit la frontera de Gromov, que permet associar a un espai hiperbolic
un objecte topologic que recull la seva geometria a U'infinit. En el cas dels grups lliures,
aquesta frontera es pot descriure de manera especialment explicita mitjancant paraules
reduides infinites. Aquesta construccié ens ha permes veure una aplicacié a un resultat
de naturalesa algebraica: el subgrup de punts fixos d'un automorfisme d’un grup lliure
finitament generat és finitament generat.

Aixi, el recorregut del treball mostra la forca del punt de vista geometric en teoria de
grups. Partint de nocions metriques com geodesiques, triangles prims i quasi-isometries,
hem arribat a resultats sobre grups, problemes algorismics i automorfismes. Aquesta
interaccié entre geometria, topologia i algebra és precisament una de les raons per les
quals els grups hiperbolics continuen sent un objecte d’estudi tan ric i rellevant.
Naturalment, el recorregut que hem seguit és només una de les moltes vies possibles
d’entrada a la teoria dels grups hiperbolics. Per raons d’abast i de temps, hem hagut
de deixar de banda altres direccions igualment interessants, i hem prioritzat aquelles que
permetien construir un fil conductor coherent: passar de la geometria dels espais metrics
a conseqiiencies algebraiques sobre els grups. Aixi, més que tancar el tema, aquest treball
vol servir com a punt de partida per continuar explorant una teoria molt més amplia.
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