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Resum

El tema central d’aquest treball és I'invariant Bieri-Neuman-Streble (BNS) per grups
finitament generats. Es tracta d’un concepte que relaciona 1’algebra abstracta amb
la geometria, ja que és un subconjunt obert de l'esfera unitaria de R", per una
certa n relacionada amb el grup. El definirem en termes de la connectivitat de certs
subgrafs de Cayley i estudiarem algunes de les seves propietats algebraiques.

També el relacionarem amb conceptes i resultats moderns d’indecidibilitat per a
grups, concloent que no és possible decidir la pertinenga o no d’'un punt donat a
I'invariant.

Paraules clau: teoria de grups, invariant BNS, graf de Cayley, caracters, indecidi-
bilitat.
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Introduccio

L’invariant Bieri-Neuman-Streble (BNS) d’un grup G finitament generat, presentat
per primer cop any 1987 a [1], és un cert subconjunt obert de l'esfera de caracters
S(G), lesfera unitaria de 'espai vectorial Hom(G,R). En general, es tracta d'un
invariant dificil de calcular. Un dels interessos darrere de 'estudi d’aquesta estruc-
tura és degut al fet que pot detectar si certs subgrups normals del grup inicial sén
també finitament generats, facilitant aixi el seu estudi.

L’objectiu d’aquest treball és entendre i estudiar I'invariant BNS i algunes de les
seves propietats algebraiques, aixi com veure la seva relacié amb diversos resultats
sobre indecidibilitat de grups.

Hem fet servir principalment [7] pels dos primers capitols i [2] pel darrer capitol.
Les referencies [3], [4], [5] 1 [6] han servit per acabar de tenir tota la informacié
necessaria per a les explicacions que voliem donar.

Aquest document esta dividit en tres capitols.

En el primer capitol, fem un breu recull d’alguns resultats que hem vist al llarg de
la carrera i continuem definint dos conceptes claus per la subseqiient definicié de
I'invariant BNS.

El segon capitol és on definim per primer cop 'invariant i el calculem per casos sen-
zills. Un cop fet aixo, podem enunciar i demostrar dos dels resultats més importants
del treball: la invariancia respecte del sistema de generadors i una caracteritzacié
local de 'invariant. Aquests dos teoremes sén la base per diversos resultats que
també presentem, que desembocaran als continguts del segiient capitol.

En el tercer i ultim capitol fem un estudi de resultats sobre indecidibilitat i acabem
presentant el teorema final del document. Aquest teorema confirma la nostra intuicié
inicial sobre la dificil computacié de I'invariant: no hi ha cap algoritme que decideixi
si un punt racional pertany a I'invariant d’'un grup finitament presentat.
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Capitol 1

Preliminars

En aquesta seccié fem un breu recull de tot el necessari per acabar definint el tema
principal d’aquest document, 'invariant BNS.

Les referéncies que hem fet servir sén larticle [7] i els llibres [3] i [5], part de la
bibliografia recomanada de les assignatures de Matematica Discreta i Estructures
Algebraiques, respectivament.

1.1 Propietats elementals de grups

Comencem donant resultats necessaris sobre grups i altres conceptes relacionats.

Definicié 1.1.1. Un grup G és finitament generat (fg) si té algun subconjunt
finit S C G tal que tot g € G pot ser escrit com un producte finit d’elements de S

i inversos d’aquests.
Notacio. Siun subgrup H de G és normal, direm que H < G.

Definicié 1.1.2. Un grup G és simple si els seus tnics subgrups normals son el

subgrup trivial i ell mateix.

Definicié 1.1.3. La torsié d’un grup G és el conjunt d’elements amb ordre finit,
T(G)={9 € G|3IneNtal que g" = 1}.

Proposicié 1.1.4. T(G) < G si el grup és abelia.
Demostracio. Siguin g,h € T(G), amb r; Uordre de g i ro Uordre d’h. Com que

G és abelia, (gh™!)r1m2 = gnr2p=rrz = (gn)r2(hr2)TT = e = ¢ = gh! €
T(G) = T(G) és subgrup.
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El fet que sigui un subgrup normal és implicacio directa de que G sigui abelia, ja
que llavors g~*hg = h Vg,h € G. Donat u € T(G), element g~'ug = u i, per tant,
té ordre finit. m

Definicié 1.1.5. El centre d’un grup G és el conjunt d’elements que commuten
amb tots els altres, ((G) ={z € G |Vg € G zg = gz}. Es facil veure que ((G) < @.

Definicié 1.1.6. El commutador d’un grup G és el subgrup generat pels com-
mutadors [g1, go] = g7 g5 ' 9192 d’elements del grup, [G, G] = ([g1, 92 = g1 "9 ' 919 |
91,92 € G).

Proposicié 1.1.7. [G,G] < G.

Demostracid. Sigui g € G iu € [G,G], g 'ug = wu (g7 ug) = w(utg lug) =
ulu, g] € [G, Gl O
Definici6 1.1.8. L’abelianitzacié de G és G, = G/[G, G].

Proposicié 1.1.9. G, és un grup abelia 1 N = [G,G] és el subgrup normal més

petit tal que G/N és abelia.

Demostracié. Dos elements g,h € G4 commuten <= [g,h] = 1T modul [G,G].
Perd [g,h] =g~ 1-h~1-g-h =g 'h—'gh = [g,h] = 1, doncs [g, h] € [G, G]. Es a dir,
que Vg,h € G, [3,h] =1 = Gy és abelia.

Per veure la segona part de la proposicié, suposem N’ un subgrup de G tal que N’ <
G i1 G/N' és abelia. Aixd ultim implica que abN’ = baN' <= a 'b~'abN' = N’,
que es pot traduir en el fet que [G,G] C N, ja que N’ conté tots els commutadors.
Concloem que sempre que N’ sigui normal i G/N’ abelia, [G,G] C N1 G/N’ és un
quocient de G abelianitzat, Gy, — G/N'. ]

Definicié 1.1.10. Un grup G és perfecte si G, és trivial.

Obviament, un grup trivial té abelianitzaci6 trivial, pero hi ha diversos grups per-
fectes no trivials. El més petit és el grup alternant As, que conté les permutacions
senars de Gs.

De fet, qualsevol grup G simple no abelia és perfecte: G simple no abelia —
G,G] =16 G, pero G/|G,G] = G, és abelia i pot ser 1 6 G si el commutador val
G 6 1 respectivament. Ara bé, G no és abelia, aixi que Gy, =1 = G perfecte.

Notacié. Per un enter positiu n, Z,, és el grup ciclic d’ordre n: Z/nZ.
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Teorema 1.1.11 (Teorema fonamental dels grups abelians finitament ge-
nerats). Tot G abelia i fg és isomorf de manera unica a r > 0 copies del grup
lliure infinit Z, prenent Z° = 1 com el grup trivial, i la suma directa de s grups de

la forma Z,,:

G L, & @ L.,

de manera que:

.TLZZ2VZ,

o Ny | Mgy per1 <i<s—1.

Direm que r és el rang lliure de G i nq,...,ng els factors invariants de G.

En aquest document no presentarem la demostracié d’aquest teorema, pero es pot
trobar en tot detall a la segona seccié del segon capitol de [4].

1.2 El graf de Cayley

El graf de Cayley de G és imprescindible per la definicié de I'invariant BNS. Per
aquesta rad, n’exposem la definicio i els resultats que necessitarem al llarg del treball.

Definicié 1.2.1. Donat G un grup i S un subconjunt d’aquest, podem definir
['(G,S), el graf de Cayley de G respecte S. Es un graf orientat i regular, definit

per:

. els vertexs V' son els elements de G,

« les arestes E corresponen a G x S, per cada g € G i s € S tenim 'aresta (g, s)

que connecta g amb gs,

o les funcions v: E = ViT: E— Vsén: ¢((g,5)) =gi7((9,8)) = gs, donada

una aresta ens diuen d’on surt i on arriba, respectivament.

Observacio. Un graf dirigit reqular és aquell on tots els vertexs tenen el mateix

nombre d’arestes que hi arriben i arestes que en surten.

Aquesta definicié implica que el graf de Cayley canvia en funcié de S. D’aquest nor-
malment es demana que sigui generador de G, tot i que I' es pot construir igualment
si no ho és. Tot i aix0, demostrarem que variar el conjunt de generadors respecte



6 CAPITOL 1. PRELIMINARS

el que construim el graf de Cayley no modificara l'invariant BNS que deduirem a
partir del graf.

Ens centrarem en subconjunts generadors i finits, que existiran sempre perque només
tractarem amb grups finitament generats. També suposarem que S conté les inverses
dels seus propis elements i, per tant, per cada g € G'i s € S hi ha una aresta (g, s™1),
des de g a gs~!. Encara que existeixin, farem 1’abtis de llenguatge de no esmentar-les
ni dibuixar-les a les figures dels grafs de Cayley que exposarem més endavant.

Definicié 1.2.2. Un cami p en un graf és una successio finita de n arestes e; - - - e,
tal que ¢(e;41) = 7(e;) Vie {1,...,n —1}.

Notacio. Per referir-nos a un cami p que connecti g i h mitjancant les arestes
€1,...,€n, farem servir p = e;---e, o un parell (¢g,w), on w és una paraula en

S tal que w; = s; <= ¢; és 'aresta amb s; a la segona coordenada.
Proposicié 1.2.3. Sigui S un subconjunt finit d’un grup G, I'(G, S) és conner <=

S és generador de G.

Demostracio. Suposem que S genera GG. Donats g1 i g, dos elements de GG, com que
g7 g2 € G, podem expressar-ho com a producte d’elements de S, g; 'gy = 5152 - - - 5,,.
Aixi g1(s182-+-Sn) = ¢ (9;192) = @9 1 tenim un cami entre els dos elements, que

denotarem (gq, 182 - $,) i podem observar a la Figura 1.1 = T' connex.

S1 52 53 Sn
g151 ——— gJ15152 @

Figura 1.1: El cami (g1, 5152+ - Sp).

Per T'altra direccié, si I' és connex, el cami que prenem des d’1 fins a qualsevol
element de GG, que podem escriure com 15155 - - - 5, = g, ens proporciona una manera

de representar g com un producte finit d’elements de S. O]

Exemples 1.2.4. IIlustrem la definici6 del graf de Cayley amb un recull d’exemples:

a) Prenem Z? C R? i el subconjunt S = {a = (1,0), b = (0,1)}, que dobviament
genera el grup. A la Figura 1.2 veiem que el graf de Cayley I'(Z?, S) es pot visualitzar
com una quadricula euclidiana. Els vertexs soén els punts (x,y) on z i y sén enters.
Operar amb el primer element de la base ens porta de (z,y) a (x,y)a = (x,y) +
(1,0) = (z+1,y), i sén les arestes de color vermell. En canvi, les arestes ressaltades

de color verd van de (z,y) a (x,y)b = (z,y)+(0,1) = (2,y+1) i corresponen a operar
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amb b. La commutativitat de Z? (ba = ab) queda reflectida geometricament en el

fet que cada punt (z,y) és vertex d'un quadrat amb vertexs (x,y), (x,y)a, (z,y)b i

(x,y)ab.

- B s
JEE i
b+(1,b) ab
el B g e
IR

e e

Figura 1.2: El graf de Cayley de Z? respecte S, tret de [7].

b) Cx = (s) = {s" | n € Z} és el grup ciclic infinit, amb l'operacié definida
per s" . s™ = g"tm, Es la manera de representar 7Z amb notacié multiplicativa,

mitjancant la bijeccié s" <— n.

Prenem dos subconjunts generadors diferents per estudiar els seus respectius grafs
de Cayley: S = {s'} i 5" = {s? s*}. Els dos grafs sén connexos, clarament (S) = G
i, com que s%-s72 = s! € S, (§') = G també. En canvi, si per exemple prenem
S" = {s? s'}, T'(Cw, S”) no és connex ja que (S”) # G i tenim dues components

connexes, s” on n és parell i on n és senar.

Tornant ara a I['(Cx,5) 1 I'(Cw, S’), observem que tots dos tenen els mateixos

vertexs, s per cada n € 7Z, perd no tenen les mateixes arestes. Ens fixem primer

en I'(Cy, S): només té arestes de tipus s', que connecten s" amb s" - s' = s"1.

<~ ! ! | \ ! —
84

Figura 1.3: T'(Cw, S), el graf de Cayley de Cy, respecte S = {s'}.

Per altra banda, el graf corresponent a S’ compta amb arestes de tipus s? i s3, verdes

n+2

i vermelles respectivament. Les primeres enllacen s amb s" - 52 = s"*2 i les segones

s™ amb s" - s = "3,
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Figura 1.4: T'(Cy, "), el graf de Cayley de C,, respecte S’ = {s?, s*}.

Observem que, tot i prendre el mateix grup, S i S’ ens donen dos grafs de Cayley
diferents. Els grafs de les Figures 1.3 1 1.4 no sén isomorfs, per exemple perque els

nodes tenen graus (nombre d’arestes que en surten) diferents.

c) Considerem ara Fy = (a,b | ), el grup lliure de rang 2. Els elements de Fy sén
totes les paraules reduides possibles amb 'alfabet {a,b,a™!,b"'}. L’operacié és la

concatenacié més reduccié de les paraules.

1 g lg =

Aquest grup no és abelia i, com només tenim les relacions basiques aa™
b='b = bb~! = 1 entre els generadors i els seus inversos, I'expressié de qualsevol
element g € F, en la base {a, b} és tinica. Si no ho fos, voldria dir que existirien
dues paraules diferents que serien iguals, creant una altra relacié no donada a la
definici6. Pel que fa I'(F3, {a,b}), aixd implica que és un arbre, ja que només hi

haura una manera d’arribar a cada element partint d’1.

Trobem la multiplicacié per a i per b representada per les arestes horitzontals i
verticals respectivament. A la Figura 1.5 es pot observar clarament com el cami per

arribar a qualsevol element des d’1 és tunic.

ﬁ“

Figura 1.5: Aspecte del graf de Cayley del grup lliure
de rang 2 respecte {a, b}, de [9].
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d) Sigui Z[%] ={& |y € Z,r > 0} el grup additiu dels racionals diadics i el grup
ciclic infinit Cop = (s) = {s" | n € Z}. Definim ara G com el producte semi-directe
entre aquests dos grups: G = Z[3] x Cs. El producte de dos elements (z, s™) i

(z',s™) es defineix com
(z,5™) - (2, ") = (x4 2™z’ smT)).
Aquesta operacié compleix:

. associativitat:

(x4 2ma!, smt)) L (27 s%)

= (x + 2ma 4 20 glmintd))
= (z 4 2™(a' +2"2"), s"s")
= (
= (

((,s™) - (2/,s")) - (2", %) =

z,s™) - (2 4 2" s D)

z,s™) - ((x', s™) - (2", sd)> :
. existéncia d’element neutre: 1g = (0, s°). Podem veure que:

(z,s™) - 1g = (v +2™0,s™"") = (x,5™),
lg - (z,8™) = (04 2%, s™0) = (z,s™).

. existéncia d’invers: donat y = (z,s™), definim y=! = (=27™x, s™™). Aix{:

yoy t=(x—2m27"x, s = (0,5Y) = 1g,
y Loy = (=272 + 2"z, s = (0,5") = 1g.

Concloem que G amb l'operacié definida és un grup, que rep sovint el nom de grup
Baumslag-Solitar(1,2) o BS(1,2).

El conjunt {a,u} on a = (1,s°) i u = (0,s') genera tot el grup. Per veure-ho,
expressem tot element de G’ com un producte del tipus u‘a’u* per i, j, k € Z. Primer
mostrem que u* = (0,s')-.%.-(0,s') = (0,5°) i a? = (1,5°)-.7.-(1,5°) = (4,5").
Vegem ara que un element qualsevol (g, s™) es pot expressar com u " aum

u"a"u™" = (0,57") - (n, %) - (0,s™7)

(27™n,s7") - (0, sm“)
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En particular, si » = 0, I'expressiéo queda a™u™ i obtenim tots els elements amb

primera coordenada entera.

Un cop hem definit degudament el grup G, comencem a parlar de I'(G, {a,u}) i la
seva estructura. Els vertexs d’aquest son tots els punts del tipus (z, s™) on z € Z[3]
im € Z. Aixo implica que, per cada enter, tenim tants nodes com elements hi
ha a Z[%], els representarem pels punts diadics de la recta y = m a R%2. De cada
un d’aquests vertexs en surten i n’hi arriben 2 arestes, corresponents a cada un
dels dos generadors, a i u. Una aresta (¢ = (x,s™),a) connecta els elements ¢ i
g-a=(x+2" ™), observem que la “llargada” d’aquestes arestes no és fixa, depen
de m. En canvi, les arestes (¢ = (z,s™),u) van des de g fins a g-u = (z,s™™). Ala
Figura 1.6 es veu com queda una petita porcié del graf, on es comprova clarament

com varien segons m les arestes de tipus a, pintades de color vermell.

Figura 1.6: Porci6 del graf de Cayley de BS(1,2) respecte el
conjunt de generadors {a,u}, disponible a [7].

El graf de Cayley de G té una peculiaritat, com operar per u varia la segona co-
ordenada dels nodes de s™ a s™*!, I"inica manera de mourens entre vertexs amb
el mateix valor de m és fent servir arestes de tipus a. Aixo implica que dos nodes
(x,8™) 1 (y,s™) estaran connectats dins del “nivell”’ m <= z—y = 2™, on ¢ € Z.
Per exemple, per m = 0, els tnics vertexs connectats dins del nivell sén aquells
on x —y € Z. Fixant-nos només en el subgraf induit pels vertexs amb un valor
fixat de m, veiem que té infinites components connexes: tantes com elements de
Z[3] trobem a l'interval [0,2™). La representacié d’un fragment d’aquesta particié

la podem veure representada a la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Fragment de I'(G, {a, u}) representat en forma d’arbre binari,
on es poden apreciar les particions per cada valor de m.
Imatge treta de [8].

1.3 Caracters

Acabem aquest capitol presentant la informacié necessaria sobre els caracters d’'un
grup, 'altim concepte que forma part de la definicié del tema central d’aquest
document.

Remarca. D’ara endavant i si no s’indica el contrari, G es referira a un grup fgi S

a un subconjunt finit generador de G tancat per inversos, S~ = S.

Definicié 1.3.1. Un homomorfisme x: G — R al grup additiu dels reals s’anome-

na un caracter. El conjunt de tots els caracters es denota Hom(G, R).

Hom(G,R) té estructura d’espai vectorial, ja que podem definir una suma i un
producte vectorials a partir de I'operaci6é suma i producte definida als reals: donats
dos caracters x, ¥ ia,b € R, (ax+bx')(g) = ax(g9) +bx'(9) Vg € G. Més endavant
veurem que té dimensio finita.

Proposicié 1.3.2. Els elements de [G,G] i T(G) pertanyen a ker(x) per qualsevol

caracter.

Demostracio. Al llarg d’aquesta demostracio aplicarem que x és un morfisme i que

el grup additiu R és abelia i sense torsio.



12 CAPITOL 1. PRELIMINARS

. Siguiy € [G, G], es pot expressar com un producte d’elements del commutador,
y=([T"19:9}]), on g; i g, € GV1<i<n. Llavors

n

x(w) = x [ [Ilg: 9!

=1

= Z X ([92', 9;])

=3 (o) +x (67) + X))

= Z (=x(gs) — x(gi) + x(g:) + x(9}))

« Donat g € T(G) amb ordre r, 0 = x(1) = x(¢") =rx(9) = x(¢9)=0. O

Lema 1.3.3. Si G és finit [inic caracter de G és el trivial, Hom(G,R) = {0}.

Demostracio. En un grup finit G, tot element és de torsié. Fent servir la Proposicié
1.3.2, tota imatge x(g) de g € G sera igual a 0. ]

Teorema 1.3.4. La dimensié d’Hom(G, R) és igual al rang lliure de ’abelianitzacio
de G, Go = G/|G, .

Demostracio. Com que el grup additiu R és un grup abelia sense torsio, tot caracter
x factoritza com y = Y o7 =Y o my 0 mq, tal com mostra el diagrama commutatiu
segiient:

G —"% Gu

INF

on G = Gu/T(Gap) i T(Gg) és la torsié de Gy, que és un subgrup normal ja que

G és abelia, com hem vist a la Proposicio 1.1.4.

X queda ben definit gracies a la Proposicié 1.3.2: per comencar, ¥ € Hom(G,R).
Sigui g € G, 7(g) € G iX(g) = x(g) € R. A més, la imatge no depen del represen-
tant.
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. Sigui g,h € G, si gh™' =t € [G,G] s6n de la mateixa classe d’equivaléncia al
fer el modul, X(gh™") = X(t) = X(g) —X(h) = Xx(t) = X(9) —X(h) =
0 = X(9) =X(h).

. Similarment, sigui ¢’,h' € G si ¢ =t € T(Gw), X(¢W™) =x({t') =
X(9') =x(1) =x(t") = X(¢') =x(') =0 = X(¢) = Xx(1).

Aquesta factoritzacié ens dona un isomorfisme entre espais vectorials:

f: Hom(G,R) = Hom(G, R)

XX
que compleix que Y =Y om =Y 0 Ty 0 Ty.

Vegem que f és realment un isomorfisme.

. Per la injectivitat, prenem yx i ¥’ € Hom(G, R) i suposem que f(x) = f(x/).
Aixo implica que Y = X’ on ¥ = f(x) i X = f(x), pero llavors x(g) =
X (7(9) =X (7(9)) =X'(9), Vg € G.

« Per tal de demostrar I'exhaustivitat, comprovem que ’antiimatge de ¥ és x =

Xom: f(x) =X éstal que x =X o, que és cert per com hem escollit x.

« Per a,b € R, f(ax +bx') = ax +bx', flax) = ax i f(bx') = by’ sén tal que
ax +bx = (ax +by)om ax =axomiby =bx ox. Veiem que, per g € G i
g € G tal que m(g) =7

flax +bx)(g) = (ax +bx') (n(9))
= (ax +bx')(9)
= ax(g) +bx'(9)
= ax (7(9)) + X’ (7(9))
= ax(g) + bx'(9)
=af(x)(@) +bf(x')(9) = f és lineal.

Tornant al resultat sobre la dimensié d’Hom (G, R), com que G és un grup fg, abelia
i lliure, aplicant el Teorema de classificacié 1.1.11, sabem que tindra un cert rang

lliure, que denotarem per n. De fet, G ~ Z", ja que ens hem desfet de la torsio.

Ara bé, ¥: G — R queda univocament determinat amb les imatges d’una base de G.
Com aquestes imatges es poden donar arbitrariament (no tenim cap altra restriccio),

la dimensi6 d’Hom (G, R) és igual a n, el rang de G. En particular, per I'isomorfisme
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f, la dimensié d’Hom(G, R) és també n.

Un exemple d’una base d’Hom (G, R) la formen la colleccié de n caracters X1, . . ., Xn

definits per

Xi:G—R

5j > 04

on Sy,...,5, son uns generadors de G. Amb aix0, qualsevol altre ¥ es pot expressar

de manera tnica com

X = X(s1)X1 + -+ + X(50)Xn-

Per acabar, és facil veure que Gy, té el mateix rang lliure que G, perque fent el

quocient per la torsié no el modifiquem. n

Definicié 1.3.5. Dos caracters xi1, x2 sén equivalents si existeix r € R™ tal que

X1 ™~ X2 <= X1 =TX2

Amb aquesta definicié podem parlar de la classe d’equivalencia d’un caracter no nul,
[X] = {rx | r € RT}, que resulta ser la semi-recta positiva que surt de 0 i passa per

X-
Definicié 1.3.6. El conjunt de les classes d’equivalencia no nulles és ’esfera de

caracters del grup G.
S(G) ={[x] | x € Hom(G,R) \ {0}} = Hom(G,R)/~
Cada [x] correspon a un punt de l'esfera de caracters.

Com que Hom(G,R) és un espai vectorial de dimensié finita, totes les normes
hi indueixen la mateixa topologia. L’esfera de caracters, sent un espai quo-
cient de l'obert Hom(G,R) \ {0}, hereta la topologia quocient, amb la qual és
homeomorfa a I’esfera unitaria: S(G) = Hom(G,R)/~ ~ R"/~ = S"7! on
n = dim (Hom(G, R)).

Observacio. A conseqiiencia del Lema 1.3.3, si Gy, és finit (i, en particular, si el

nostre grup inicial era un grup finit) l'espai vectorial Hom(G, R) només conté 1'ho-

momorfisme trivial 1 I’esfera de caracters és buida.

Definicié 1.3.7. La subesfera d’un subgrup H de G consisteix en els caracters

que s’anullen totalment a H < G, ho denotarem per S(G, H).

S(G, H) =A{[x] [ x(H) = 0}.
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Definicié 1.3.8. El rang d’un caracter és el rang lliure del grup additiu x(G) <
R. Com que caracters equivalents tenen el mateix rang, podem parlar del rang d'un
punt de S(G), rg[x]. Els punts de rang 1 reben el nom de punts racionals, i el

conjunt de tots els punts racionals forma l'esfera racional, Sq(G).

El rang lliure de x(G) < R és el mateix que la dimensié de x(G) respecte Z,
rglx] = dimz (Im(x)). Si el caracter és racional, rglx] =1 <= dimz (Im(x)) =
1 < Im(y) ¥Z < Im(x) = (a)z, per un cert a # 0 € RT <= x(s;) =
Naper \; € ZVi, Vs; €85.

Per un caracter racional podem suposar que o = 1, ja que x ~ é x aplicant la relacio
d’equivaléncia 1.3.5. Afirmem, doncs, que Im(x) ~ (1)z = x(s;) = \; per \; €
ZN'i, Vs; € S. També podem suposar que med{A;,..., A\, } =1, ja que si és algun
altre valor M # 1, prenem ﬁx com a representant de [y]. Com {A,..., \,} s6n
enters coprimers, (A1, ..., \,) = (x(s1),...,x(sn)) = Z.

En resum, els caracters racionals sén aquells tal que x(s;) = A;, on \; € Z Vi
coprimers entre si, Vs; € S. Sobre l'esfera de caracters sén els punts (Ag,...,\,)
normalitzats.

Lema 1.3.9. Modul la relacio d’equivaléncia 1.3.5, tots els caracters x: G — 7 —

R racionals son morfismes exhaustius de G a 7Z. ]

Proposicié 1.3.10. Un caracter x és racional <= existeix un punt enter a [x|,

la semi-recta positiva que surt de 0 i passa per x.

Demostracio. =] Si x és racional, x(s;) = \ja per \; € Z Vi, Vs; € S per un cert
a € RT; X' = Lx € [x] i és un punt racional, ja que x'(s;) = A; per \; € Z.
< Si 3 ¥’ un punt enter a [x], xX'(s;) = \; per \; € Z Vi, Vs; € S ipodem suposar

que {A1,..., A} sén coprimers = (Ay,...,\,) = Z. O
Lema 1.3.11. Donat un punt p € R", sempre hi ha un punt ¢ € 7" tal que ||p—ql| <
Vn

o
Demostracio. Donat un punt p = (p1,...,p,) € R", per cada coordenada p;, el
nombre enter ¢; més proper és tal que [|p; — ¢;|| < % Prenent ¢ = (q1,...,qn):

n

- 1 n vn
p—al =[S Ip—ale< | k= 2= L .
i1

i=1

Acabem la seccié amb 1'iltim resultat sobre caracters racionals, que guanyaran
importancia sobretot al darrer capitol del treball. El segiient teorema ens assegura
que donat un x € S(G) qualsevol, hi ha un y racional tan a prop com vulguem.
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Teorema 1.3.12. Els caracters racionals son densos a S(G).

Demostracio. Donat un punt p = (p1,...,p,) € S(G) i e > 0, per k > 0 prenem el
punt kp = (kp1, ..., kpn), que pertany a [p]. Aquest punt kp distara com a molt ‘/ﬁ
d’un punt ¢ enter, ||k:p ql| < *2, com assegura el Lema 1.3.11. Per tant, ¢ = k;p+ v
on [v] <4 = |kp| - HUH <lgll < llkpll + 0] = k=% < |lall <k+ %"

Un cop trobat aquest ¢, podem normalitzar-lo i ﬁ € S(G), per la caracteritzacié
dels caracters racionals de la Proposicio 1.3.10, ” 0 és un caracter racional. Si fitem

lp — H%HH’ trobem que:

bl =%

<[ -l |-

— ik
b —all +[ 1 - WH

ko lall

v gl #
2% kgl
+
i

Vi ¢‘@ f)

= 9% T 24l 2
ol
2k 2k \f
< nl 1+k+£
- 2k k—£
Com que
Vil k+t\
SR\ ) T

si hem escollit & prou gran en funcié d’e, |[p — k|| < € i podem concloure que els

caracters racionals sén densos a S(G). ]



Capitol 2

Introduccio a 'invariant

Per comencar, definim l'invariant BNS, que denotarem per X!. El calculem en
casos senzills i discutim algunes de les seves propietats, recalcant el resultat sobre
la invariancia respecte el sistema de generadors. Per tltim, presentem un teorema
que ens permet donar una caracteritzacié local de I'invariant.

2.1 Definicio

Per cada caracter xy: G — R definim el subconjunt G, = {g € G | x(g) > 0}.
Remarquem que x(1g) = 0V, aixi que 14 sempre pertany a G,. Aquesta definici6
la podem veure com un subconjunt no només de G, siné també dels vertexs de
['(G,9), i parlarem de I'y, = I', (G, 5), el subgraf generat per G,, és a dir, els
vertexs amb x(g) > 0 1 totes les arestes presents entre ells.

Observacio. Dos caracters equivalents, x; i X2, indueixen el mateix subconjunt G,

i, concretament, el mateix subgraf I',. Es a dir, aquest només depen del punt

[X] € 5(G).
Com ja s’ha vist, S generador equival a que I' és connex, perd no podem aplicar el

mateix a I'y. Aquest fet motiva la definicié que ve a continuacié, al voltant de la
qual gira tot el treball.

Definicié 2.1.1. Per un grup G fg i .S un subconjunt generador, I'invariant Bieri-

Neumann-Strebel (BNS) o invariant geomeétric del grup G és:

YHG) = {[x] | T\ (G, S) és connex} C S(G).

Més endavant veurem que, tot i involucrar l’eleccié d’un subconjunt generador,

17
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Y1(G) no varia si canviem S, d’aqui el titol d’invariant.
Exemples 2.1.2. Fent servir les propietats del graf de Cayley resultant dels grups
seglients, podem determinar el seu invariant BNS.

Notacio. Donat un graf I, P(I") es referira al conjunt de tots els seus camins i donats

p,q € P(T) tals que 7(p) = ¢(q), denotarem el cami concatenat de p i ¢ com pq.

a) Sigui G = Z* 1 S = {(1,0),(0,1)} un conjunt generador. Per construir un

caracter, només necessitem les imatges de S:

x:Z* — R
(1,0) — «
(0,1) — B.

Demanem també que x # 0, és a dir, (o, 5) # (0,0). Amb aix0, X((x,y)) =
X (x(l, 0) + y(0, 1)) =xX ((O, 1)) +yx ((O, 1)) = xa +yp i podem definir el conjunt

que ens interessa:

Gy = {(v.y) € 2 |20 +yB > 0},

El subconjunt anterior indueix el subgraf T', (Z?, S), la recta za+yS = 0 simplement
talla el pla Z? en dos, deixant en un costat la part positiva del caracter i en laltre

la part negativa, com podem observar a la Figura 2.1. Podem concloure que V y,
[ (Z* S) és connex, és a dir, *(Z?) = S(Z?*) ~ S*.

x>0

x <0 x=0

Figura 2.1: Tall en dos del graf de Cayley de Z? respecte S, disponible a [7].
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El mateix passa si contemplem Z". Sigui ara S’ = {s1, s9,..., s, } la base canonica

de Z", definim un caracter qualsevol:

X:Z" — R

S1 = o

Sp — Q.

Com abans, demanem (a7, ...,a,) # (0,...,0). Amb aix0, el subconjunt correspo-

nent seria:

Gy ={(z1,...,2,) € 2" | ;11 + - - - + THt,, > 0},

que indueix I', (Z™, S"), un hiperpla arbitrari que passa per l'origen i talla Z" en dos.

Com en el cas de Z?, T', és connex V' y. Es a dir, Vn € N:

YHZ™) = S(Z™) ~ S™ L.

b) Calculem ara :'(F;). Prenem y un caracter qualsevol i S = {a,b}, podem

suposar que x(a) i x(b) sén positius (si no, escollim els seus inversos) i demanem

que (x(a),x(b)) # (0,0).

Si x(a) i x(b) son els dos > 0, x no pertany a l'invariant. Podem definir un element h
tal que h = a't’a”, x(h) > 0i el cami que I'uneix amb 1 no pertany a P(I'). Primer
escollim 7 positiu de manera arbitraria i després triem j negatiu tal que y(a'd’) =
ix(a) + jx(b) < 0, amb aix0 ens sortim del subgraf positiu. Finalment trobem k
positiu tal que tornem a tenir caracter positiu, y(a't/a*) = (i + k)x(a) + jx(b) > 0.
Com que I'(F3,.S) és un arbre (vist al capitol anterior als Exemples 1.2.4), per tal

de connectar 11 h hem de passar forgosament per a't’ i, per tant, sortir de T',.

Si x(a) 6 x(b) sén exactament 0, el caracter tampoc pertany a L!(F,). Suposem
x(b) = 0, laltre cas és analeg. Fem servir el mateix argument i la mateixa cons-
truccié d’h, pero aquest cop prenem ¢ negatiu qualsevol per tal de sortir-nos de I'y,
j # 0 lliure (doncs x(b) = 0) i k > 4. Com abans, ja que I' és un arbre, I'inic cami

per connectar 1 i h no esta contingut en el subgraf positiu.

En conclusié, I'invariant de F, no conté cap caracter, X(Fy) = ().
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c) Calculem ara I'invariant per un grup estretament relacionat amb els dos exemples
anteriors: G = C, X Fy, on Cy, = (s) és el grup ciclic infinit i Fy = (a,b | ) el grup
lliure de grau 2. Clarament, G esta generat per S = {(s,1), (1, a), (1,b)}, equivalent
dels generadors de C*> i Fy a G. Com que G = Cw,, X Fy,, ~ ZXZ* = 73, afirmem
que S(G) ~ Sy C R3.

El graf de Cayley tindra, per cada s" € C'*°, una copia de I'(F3, {a, b}) (Figura 1.5)

i, a més, arestes de tipus s connectant (s",w) amb (s" w).

Un caracter x de G el podem definir donant lliurement les imatges dels elements

que el generen:

I
Q

— R

1b»—>ﬂ

A,—\/-\
\_/\/\/

Observem que el cas més senzill per veure si y pertany o no a l'invariant és quan
v = 0. Per aquests caracters, podem afirmar que no n’hi ha cap que pertanyi a
I'invariant: hem demostrat que X' (F,) = (0 i, si v = 0, per molt que variem el valor
de s i visitem les diferents copies del graf de Cayley de F3, estarem en la mateixa

situaci6 = [y] ¢ S(G).

El segiient tipus de caracters que considerem son aquells que s’anullen a {a, b} pero
no a s. Per la relacié d’equivalencia 1.3.5, només hi ha dos caracters, x tal que
X(s) = 11 el seu antipoda. Com que en el valor del caracter només participa la
primera coordenada, per x el subgraf I', esta format pels vertexs (s",x) tal que
n > 0 i, per —y, el mateix pero tal que n < 0. Aquests dos subgrafs son clarament

connexos, ja que sén la meitat superior i inferior de I', respectivament — [x] i

[=x] € ZH(G).

LMiltim conjunt de caracters x és el que no s’anulla totalment a cap dels dos grups
que formen G. Aquests pertanyen sempre a l'invariant BNS de G. Donats g =
(s",x) i h = (s™,2") € Gy, hi ha un cami p = (g, w) que els connecta dins de
[. Siprenem s € C* x {1} i A € N tal que x(s") sigui major o igual (en valor
absolut) que el valor minim de x en els nodes del cami p, podem definir el cami
pa = (g, s*ws™). Observem que aquest camf{ connecta g amb h perque els elements

de F5 i Cy commutem entre ells dins de G, i tenim que s*ws™ = w. Intuitivament,

n+A

pa connecta g amb (s"t* ), mitjangant w connecta aquest i (s™**, ') i, finalment,
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torna a h. A part, per com hem escollit A, el cami només passa per vertexs amb
caracter > 0, py € P(T'y) = [x] € Z}(G).

Amb aquests tres tipus hem considerat tots els possibles caracters de G, aixi que

podem afirmar que no n’hi ha cap més que pertanyi a 2'(G).

Aquest exemple serveix com a introduccié a la demostracié que farem més endavant
del calcul de l'invariant per grups definits com G = G; X G, on G i G4 sén fg.

Veurem que, si coneixem X(Gy) i £(Gy), podrem donar X!(G) explicitament.

d) Per calcular I'invariant de G = BS(1,2), definit préeviament als Exemples 1.2.4,

observem que els generadors a = (1,s°) i u = (0, s) satisfan

wau™ = (0,5 - (1,5) - (0,57)
= (2751) . (0,3‘1)
=(2,5") = (1,s") - (Ls") =a®

Com que uau™! = a> <= a 'uau~! = a, tot caracter s’anulla forcadament en a
perque x(a) = —x(a) + x(u) + x(a) — x(u) = 0, reduint S(G) a una sola dimensio.
Tenim, per tant, només dos punts antipodes, [x] i [—x]|. Abans de definir aquests dos
caracters, veiem que no hi ha cap altra restriccio per la imatge de u per y. Prenem

x el segiient caracter:

x:G—R
a+—0

ur—1

i assegurem-nos que és realment un morfisme de grups; si ho és, no hi hauran més
restriccions per la definicié del grup. Hem de veure que, donats g = (3r,5™),h =
(%,5") € G, x(gh) = x(g) + x(h). Observem que gh el podem expressar com

(2pn+2*+mt m+k>

> S , fent servir 'operacié definida al grup. Expressem els tres elements

com una paraula en {a,u} mitjancant la paraula que hem vist als Exemples 1.2.4:

. —r_n_ m-+r
g=u au s

h = u PaluftP,

—r— P r+m
gh =y pa2 n+2 tum+k+r+p.
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Com que x(a) =01 x(u) = 1:

-r _n, m+r

x(g) = x(w "a"u"™"") = —r+m+r =m,
x(h) = x(uPad'u"*?) = —p+ k+p =k,
Y(gh) = x(u"Pa¥ My Ry — e et k4 +p=m+ k.

Per tant, x és un morfisme. Concloem que, per la relacié d’equivalencia 1.3.5, tan

sols cal que considerem el punt [x] amb y donat per x(u) = 1 i el seu antipoda [—y].

Tenim, per tant, només dos subgrafs induits. Anem a estudiar la seva connectivitat:

« I'y: com x(a) = 0, el subgraf és tots els vertexs (z, s™) amb m > 01 les arestes

entre ells. Si fos connex, hauria d’haver-hi un cami per qualsevol parell de
vertexs de I'y. Donat un vertex (x,s™) amb x € Z, per molt que canviem de
nivell mitjancant arestes de tipus u i operem uns quants cops per a en aquell
nivell, mai podrem connectar dins de I'y (z, s™) amb un vertex del subgraf on
la primera coordenada no sigui entera. Aixo és perque, per n,b € Z tal que
m+n €N, (z,s™)u"ab = (z + b2mF", s™H") i x4 b2™ " € Z sempre = [,

no és connex.

I'_: com x(a) = 0, el subgraf és tots els vertexs (z, s™) amb m < 01 les arestes
entre ells. Per tot z € Z[L], 3n € N tal que z = k27" per k € Z. Observem
que el mateix perd per potencies positives de 2 (que, per tant, demostraria
que I'y és connex) no és cert: si prenem x = %, A n e N tal que z = k2"
per k € Z. Fent servir aquesta propietat, si x = k27", el punt (z,s™") es
pot connectar amb l'origen mitjancant el cami py = ((:B,s’"),a’ku”), sense
sortir-nos de I'_y: (x,s™™)a u" = (x — k27", s7™)u" = (0,5 ")u" = (0,s").
A part, tot vertex de la forma (z,s™) amb m < 0 el podem connectar amb
el vertex (x,s™™) mitjangant el cami p; = ((x, sm),u”*m), que és un seguit
d’arestes verticals. Com que ¢(py) = 7(p1) = (z,s™"), els podem concatenar i
concloure que el cami p, = pyps connecta (x,s™) amb 'origen.

Per connectar dos punts (z,s™) i (y,s") € I'_, qualsevol, podem fer el cami
p = p.(p,) ", ben definit perque ¢ ((py)_l) =71(p:) = (0,8°) = T'_, siés

connex.

En resum:
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2.2 Invariancia respecte al sistema de generadors

Comencem definint una extensié de y, des de G fins a P(I), el conjunt de tots els
camins de ['(G, S). Donat xy: G — R i un cami p = ejeseg---e, = (g,5152+ " Sn)
que connecta g amb gsisg - - - s, definim v, (p), el minim valor de x entre els nodes
del cami p. Podem expressar-ho d’aquesta manera:

Ux(p) - HllIl{X (L(61>) » X (7—(61)) yees X (7—(671))}
= min{x(g), x(951), x(g5152), - - -, X(g51 - - 8n)}
= x(g) + min{0, x(s1), x(s152), ..., X(51 - 5) }.

Definicié 2.2.1. Donat p € P(I') i g € G, definim g-p € P(I") com el cami que

resulta de multiplicar per ’esquerra per g tots els vertexs de p.

Per com hem definit el graf de Cayley, si en el cami p teniem els nodes ¢ i g151
connectats per l'aresta (g1, s1), a g - p els nodes gg; i gg1$1 ara estaran connectats
per 'aresta (ggi, s1), que esta ben definida doncs gg; € G.

Es pot verificar rapidament que v, (p) satisfa les propietats segiients:

vy (p~h) = vy(p) per p € P(T),
v (g p) = x(g) + vy (p) per g€ Gipe P(I),
vy (pq) = min{vy(p), vy (q)} per p,q € P(T') amb 7(p) = 1(q).

Clarament, v,(p~') és el mateix que v,(p), ja que p i p~' passen pels mateixos
vertexs pero en ordre contrari. També veiem que, donat un element g € G i un cami
p=(h,s1-""5n),

vy (g - p) = min{x(gh), x(ghs1), x(ghsis2), ..., x(ghs1 - s.)}
= x(g) +min{x(h), x(hs1), x(hs1s2), ..., x(hsi---sn)}
= x(9) + vy(p).

En dltim lloc, si concatenem dos camins p i ¢ (tal que 7(p) = 1(q)), vy (pq) sera el
minim entre el minim de la primera part, v, (p), i el de la segona, v,(q).

Un cop definit v, (p) i discutides algunes de les seves propietats, enunciem i demos-
trem el resultat principal de la seccié i un dels teoremes més importants del treball,
que ens assegura que L'(G) no depen del sistema de generadors que escollim per
construir el graf de Cayley.

Teorema 2.2.2. Sigui G un grup fg, L1(G) C S(G) no depén de S, el sistema de
generadors finit que emprem fer construir el graf de Cayley T'(G,S).
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Demostracio. La idea principal darrere d’aquest resultat recau en el fet que passar
d’un sistema finit de generadors a un altre es pot fer en un nombre finit de passes,
cadascuna de les quals consistira a eliminar o afegir un generador redundant a S. Ens
sera suficient comparar I'(G, S) i [V = T'(G, S U {z}), si estem comparant dos grafs
amb sistemes de generadors que varien en més d’'un element, simplement podem

aplicar aquest raonament tants cops com calgui.

Per tot x: G — R diferent de zero, els subgrafs I', i I} tenen els mateixos vertexs.
A part, com z és un generador redundant i es pot expressar en funcié dels elements
ja presents a S, z = $189 -+ S, perun cert n € Nis;---s, € 5, els camins de I'' que
ara involucren arestes del tipus z els podiem fer igualment a I' simplement passant
per $18z - -+ 8,. Observem doncs que Vp, = Vp;( iEp, C Ep;< —> I, és un subgraf

de I'},. Amb aix0 concloem que I" és connex si I'y ho és.

Suposem ara que I'\ és connex. Com que I'inica diferencia entre I'y i T" és la
presencia d’arestes de tipus z, si v, (s152- -+ $,) > 0 tot cami de [, estara també a
I'y. Sigui g, I'element del qual surt una aresta del tipus z a I'y, si ara substituim z
per sp - - - Sy, tenim un cami p = (g, s1 - - - $,) que, si vy (S152 - - - s,) > 0, mai passara
per un vertex amb caracter negatiu (donat també que x(g,) > 0). En aquest cas,

doncs, no cal fer res més.

En canvi, si v,(s152---s,) < 0, no podem afirmar el mateix. Escollim un element

t € S amb x(t) > 0 (si resulta que x(t) < 0, fem servir ¢t 1) i k € N satisfent que
V() = kx(t) > —vg(s155- - 51).

Donats g i h vertexs de I'y, volem trobar un cami que els connecti a dins de I',.
Fixem ¢’ =t *gtF i b/ = t7*ht*, que sén tals que x(¢') = x(g9) i x(W) = x(h) =
g,h' € TI'y. Com estem partint del fet que I'\ és connex, existeix un cami p’ =

(¢',w') € P(I',) de ¢’ fins a h', que pot passar o no per arestes de tipus z.

Si p’ no passa per arestes de tipus z 6 27!, també és un cami de Iy, i no cal que fem

res més.

Si no, substituint-les per la seva corresponent expressié en S, obtenim una nova
paraula w = wj - - - w,, que dona lloc a un cami p = (¢’,w), de ¢’ fins a A/, pero
aquest cop a I'. No podem assegurar que p estigui contingut dintre de Iy, ja que

Uy (5182 -+ s,) < 0, pero podem fitar I’ “error” comes:

U (p) > vy(s1sa - 5n) > —x(t°).

Aquesta fita bé donada pel fet que estem suposant que p’ contenia copies de z o
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271 aixi que p conté la seqiiéncia 5,5, - - - s,. Podem denotar p, com els trossos de

cami dintre de p de la forma (g, s; - s,), que trobarem per tots els g dels quals
abans sortia una aresta del tipus z: per cada un podem afirmar que v, (p.) = x(g) +
Uy (8152 -+ 8p) > Uy (S182- - 5,). Com que la resta de trossos de p sén exactament
iguals que a p/, passen per vertexs amb x positiu i el valor més baix que v, (p)
pot assolir és v, (s1s2 -+ S,) si aquest és negatiu; vy (s152---5,) <0 = vy(p) >

Uy (5152 -+ Sn).

Considerem ara el cami t* - p, connecta t*g' = tFt % gtk = gt* i thh’ = tFt=Fht* = ht*

i compleix que:
o (- p) = X () + vy (p) = x(t*) — x(t*) = 0.

Podem concloure que el cami t* - p va des de gt* fins a ht* sense sortir de T',. Per

acabar de connectar els g i h originals, fem el segiient:

o &

Figura 2.2: Visualitzacié del cami entre g i h.

Clarament, els vertexs visitats en la part del cami que connecta g i gt* i la part
entre ht® i h tenen caracter positiu perque x(t) > 0 i k € N. Podem concloure que
el cami (g, t*(t* - p)t=*) connecta g i h dins de ', = T, és connex. O

2.2.1 Conseqiiencies del teorema d’invariancia

A causa del teorema que acabem de discutir, per trobar I'invariant BNS d’un grup G
només ens cal saber-lo calcular per un sistema de generadors concret, que escollirem
segons el que es vulgui estudiar. Aixo dona pas a diversos altres resultats que
exposem seguidament.

Notacio. Donat un conjunt A, A representa el seu complementari.
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Proposicié 2.2.3. Sigui G un grup fg amb centre ((G). Llavors
S (G, ¢(@)° C =HG).

Es a dir, ©1(G) conté tots els caricters tal que x (¢(@)) # {0}.

Demostracio. Sigui x un caracter tal que y (C(G)) # {0}, z € ((G) \ ker(x) 1 S un
sistema de generadors que inclou z. Podem suposar que x(z) > 0, ja que si no ho
és triem 2z 1.

Donats g i h € G,, existeix un cami p = (g, w) a I'(G, S) connectant-los. Si v, (p) >
0, p pertany al subgraf positiu I'y. Si no, podem trobar k € N que x(z*) > —v,(p).
Aixi, fent servir el mateix raonament que hem utilitzat a la demostracié del Teorema
2.2.2, el cami (g, 2"wz"%) es queda dintre de I'y. A més, gracies al fet que z € ((G),

p connecta g amb gzFwz% = gw =h = T, és connex.
Pel Teorema 2.2.2, [x] € X1(G). O

Lema 2.2.4. Si G és un grup fg i abelia, ¥1(G) = S(G).

Demostracid. Sigui G fg i abelihn. = ((G) = @ = S(G,((G)) =0 =
S(G,C(G))C:S(G) — YHGE) = S(G). O

Abans d’exposar i demostrar la conseqiiencia segiient, necessitem un resultat previ.

Lema 2.2.5. Sigui G un grup (no necessariament fg) i S un subconjunt generador,
donat g = s1---5, € Gi0o €6, definim go = S5(1) "+ * Se(n)- Llavors g9;'g € |G, G].

Demostracio. Recordem que el grup simetric &,, es pot generar per les seves trans-

posicions, aixi que només cal que demostrem el resultat per aquest cas.

Sio =t;---t, és la descomposicié de o en transposicions, apliquem el Lema a g; g
i seguidament a g; ' , gy,, arribant a queé tots dos estan a [G, G]. Com [G, G] és un
subgrup, el producte també hi pertany: ¢, , ¢1.9;.'9 = g;." 1.9 € |[G,G]. Si fem

aixo per la resta de transposicions, concloem que g;'g € [G, G].

Prenem doncs ¢ = (i,7) la transposici6 dels indexs i 1 j, g = s1---8;--- ;- 5,
19, =581---5;---5;---5,. Les parts que coincideixen les podem referenciar de la

seglient manera: « = Sy---8,_1,U = Sj11°--5j_1 1 W = Sjq1--- Sy, amb aquesta



2.2. INVARIANCIA RESPECTE AL SISTEMA DE GENERADORS 27

notacié queda g = us;vs;w i g, = us;jvs;w. Vegem ara que g, 'g € [G, G]:

S S P s | SRS S PR |
9y g=w s v sy uT usvs;w =w s, vs; sus;w € GG =

si_lv_ls-_lsivsj €G,G] =

s; v (swu sy s si(sjovT s sy € [GL G =

1 1.—-1_-1

siv) (v st s Lsisu) (v s sy) € [GL G,

(s; v~ ;

Aixo 1dltim és cert perque els tres elements entre parentesis pertanyen clarament a

|G, G], per ser commutadors o conjugats de commutadors.
Amb tot aixd podem concloure que g;'g € [G,G], com voliem veure. O

Proposicié 2.2.6. Si el commutador de G és fg, X'(G) = S(G).

Demostracio. Escollim S un sistema de generadors que contingui S’, un sistema de
generadors de [G, G|, 1 fixem x un caracter de G qualsevol. Per veure que I'y (G, S)

és connex, connectarem g € G, amb 1.

Comencem representant g per w = wy - - - w, mitjancant S i reordenem la paraula tal
que les lletres amb valors positius de x quedin davant de la resta, obtenint una nova
paraula w’ = wy, - - -y, wj, - --w; , on x(w;,) > 0VEk e {l,...,m}ix(w,;,) <0
VE € {1,...,m'}. Aquesta nova paraula connectara ara 1 amb ¢'.

Com que w i w' s6n la mateixa paraula pero en diferent ordre, x(g) = x(w) =
x(w') = x(¢") = ¢ també pertany a G,. Si el valor final x(¢’) ha de ser major o

igual a 0, vol dir que

ml

ZX wlk et ZX(wjk/) . (2'1)

k'=1

En el cas de w’, com primer tenim totes les lletres amb caracter positiu i després
totes les negatives :> mai passarem per un vertex amb caracter menor a 0 enlloc
del cami = (1,w) 6 P(T,).

Per tltim, connectem ¢’ i g. Pel lema anterior ¢ 'g € [G,G], i sigui u la paraula
en S’ C S que el representa, el cami (1, w'u) connecta 1 amb g i es queda dintre de
Iy, jaque u € [G,G] = x(u) =0.

Pel Teorema 2.2.2, [y] € X1(G) = XY(G) = S(G). O

El resultat d’invariancia també ens permet calcular X'(G = Gy x Gy), on Gy i Gy
son fg, en funcid del dels seus factors. Sigui 7; la projeccié canonica de G sobre Gj,
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si tenim un caracter diferent de zero x: G; — R, la composicié yom; és un caracter
sobre G que també és diferent de zero. Aixi tenim una inclusié entre espais vectorials
Hom(my, 1): Hom(G,R) < Hom(G,R) que indueix una altra entre les esferes de
caracters, 7: S(G1) < S(G). Similarment, definim Hom(mo, 1): Hom(Gy, R) —
Hom(G,R) i 75: S(G2) — S(G). Amb aixo podem donar ja el resultat que ens
interessa.

Proposicié 2.2.7. L’invariant de G = G X G, on Gy i Gy son grups fg, conté

només els caracters x: G — R que compleixen alguna de les condicions segiients:

« x sanulla a Gy x {1} i la restriccid de x sobre Gy pertany a X'(Gs),
« x s’anulla {1} x G i la restriccié de x sobre Gy pertany a X*(G1),

« no s’anullen ni a Gy x {1} ni a {1} x Gs.

Demostracio. Sigui S; iS5 conjunts finits de generadors de GG; i G5 respectivament.

Llavors el conjunt

S= (51 x{le, ) U({ley} x 52)

és finit i genera el producte directe G = G X G3. Pel Teorema 2.2.2, podem fer

servir S per calcular 3'(G).

Per cada vertex g = (g1, g2) de I['(G, S), existeix una paraula en Sy x1x9---xp (és a
dir, z; € S; V1 < i < h) que representa l’element ¢; i una paraula en Sy y1ys - - - Y
que representa go. Observem que, sota 'operacié de G, els elements de G x {1}
i {1} x G5 commuten entre ells, encara que no és necessari que cap dels dos grups
sigui abelia, (z,1)(1,y) = (z,y) = (1,y)(z,1). Amb aixd podem definir els segiients

camins que connecten 1’origen amb el vertex g:
P12 = (1G7 (1'17 1)(1’2, 1) e (zha 1) ’ (L yl)(lv y?) o (L yk)) ) (22)

por = (Lo (L) (L) -+ (L) - (21, 1) (@, 1) -+ (1)) (2.3)

Considerem ara un caracter diferent de zero y: G — R i un element ¢ tal que
x(g) >0, és adir, g € G,.

Suposem que x s’anulla a {1} x G5 i anomenem Yx; a la restriccié de x sobre Gj,
que sera # 0. Llavors un cami de tipus 2.2 es troba dintre de I'y (G, S) <= el cami
p1 = (L y11yi2 - -~ y1p) no surt de I'y, (G, S1). Aixo implica que 7 és una bijeccid
entre ©1(Gy) i BY(G) N S(G,Gy). Similarment, 75 envia bijectivament 3'(G3) a

YHG) N S(G,Gy). Amb aixd demostrem la pertinenga a linvariant de les dues
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primeres categories de caracters de ’enunciat i la no pertinenca dels caracters que

no compleixen cap de les dues condicions.

Suposem ara que y no anulla totalment ni Gy x {1} ni {1} x Ga. Si x ((91,92)) =
X ((91:1) - (1,92)) = x ((92, 1)) +x ((1, g2)) > 0, Nawors x ((g1,1)) > 06 x ((1,92)) >
0. En el cas que x ((91, 1)) sigui > 0, escollim un cami py5 del tipus 2.2, des de 14
fins a g. Aquest cami no té per que quedar-se dintre de Iy, pero el seu origen 1, el
seu punt mig (g1, 1) i el seu final g estan a I',. La idea és que modifiquem la primera

meitat del cami (i més tard la segona) per tal de no sortir-nos de I'y.

Siel cami ja és al'y, no cal que fem res. Sino, prenem u un element de {1} x G amb
x(u) > 0, i escollim ¢ € N prou gran tal que x(u‘) > ’Ux ((z1,1) (2, 1) - -+ (zp, 1)) ‘
Observem que V/ € N el cami

qy = (1(;,ue . ([L’1, 1)(1’2, 1) s (l’h, 1) . U_z)

té la forma segiient:

Figura 2.3: El cami g.

14

Connecta l'origen amb (g;,1), ja que u° només actua a la segona coordenada en

pertanyer a {1} x Gs.

A part, el caracter de tots els vertexs del cami ¢, sén ara positius per com hem
escollit /. Podem fer una modificacié similar a la segona meitat per acabar tenint
un camf{ a I'y, que va de 1¢g fins a g = (g91,92) = x € ZY(G).

L’altre cas que podem tenir, x ((1,92)) > 0, és analeg. Escollim py; un cami de

tipus 2.3 i el modifiquem fent servir v’ € G x {1}.

Aixi, demostrem que qualsevol caracter que no s’anulli totalment ni a Gy x {1} ni
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a {1} x G pertany a U'invariant de G. O

Ara que hem vist aquest resultat, el calcul d’invariants per grups com els que re-
ferencia la proposicié és molt més facil. Recordem els Exemples 2.1.2, on haviem
calculat $!(Cy, x F3) amb un raonament purament basat en el seu graf de Cayley.
Calculem-lo ara fent servir la Proposicio 2.2.7.

Exemple 2.2.8. G = C,, x I, on Cy, = (s) és el grup ciclic infinit i F» = (a,b | ) el
grup lliure de grau 2; G, = Cw,, X F,, ~ Zx7Z* = 73, implica que S(G) ~ Sy C R3.
Un caracter y de G el podem definir amb les imatges dels elements que el generen,

sense cap restriccio:

— R

=
Q

1b|—>ﬂ

A/\’—\
\/\_/\_/

Préviament, als Exemples 2.1.2, hem trobat que ¥!(C..) = S(Cy) (perque és iso-
morf a Z) i £1(F,) = (). Per trobar I'invariant de G apliquem la Proposicié 2.2.7.

« Els caracters que s’anullin a C,, X {1} (7 = 0) sén els de 'equador de S(G).
No n’hi ha cap tal que la restriccié sobre Fy pertanyi a X'(F3), ja que aquest
invariant és buit. Representen 1’equador de 'esfera de caracters, marcat en

vermell a la Figura 2.4.

« Com X1(Cy) = S(Cy), tots els caracters que s’anullen a {1} x F, pertanyen
a LY(G). Soén els caracters tal que o = 8 = 0i v # 0, aplicant la relacié
d’equivalencia usual tenim només dos caracters d’aquest tipus: un quan v =1
i l'altre per v = —1. Sén exactament els pols nord i sud de S(G), en blau a la

Figura 2.4.

. La resta de caracters sén els que no s’anullen ni a Cy, x {1} ni a {1} x I},
i tots formen part de X!(G). Representen tota l'esfera excepte 1'equador i els

pols, veiem aquests punts destacats en verd a la Figura 2.4.

Concloem que els Unics caracters que no pertanyen a l'invariant de G sén els que
s’anullen només a C, x {1}, S(G,C,) = X(G)° = S(G,Cy). Com hem dit,
S(G,Cy) és I'equador de S(G) = linvariant de G és tota l'esfera de caracters
excepte l'equador, L1(G) = S(G, Cu ).
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Figura 2.4: Visualitzacié de 3'(C* x Fy). Trobem ressaltats en
blau i verd els punts que pertanyen a l'invariant.

2.3 Els subespais I'(G, S)}

En el context de la definicié de I'invariant BNS, cada caracter y: G — R i cada
interval no buit I C R, dona lloc a [ — Gi, i acabem tenint una collecci6 de
subconjunts de G. Els definim de la seglient manera:

GL={g€G|xlg) €I}

Amb aixo podem definir Fi, el subgraf de I'(G, S) generat per Gi. Un cas particular

)

seria Ty, = I el subgraf amb el que definim $'(G).

Per cada g € G el graf traslladat g - T’} coincideix amb YO aixt que els grafs r’
i I s6n isomorfs si r € Im(y).

Amb aquests conceptes, podem donar un resultat que tindra diverses aplicacions.

Lema 2.3.1. Si T,. = T és connex per alguna a, € R, llavors Ty = T s

connex Va € R.

Demostracio. Mirem primer el cas a < a, =— [y, C I',. Sigui t € S un element
amb x(t) > 0 i escollim ¢ prou gran tal que a + x(t/) > a,. Per tots els vertexs
g € Ty el cami p, = (g,t") es queda dins de I, i connecta g amb gt‘, que pertany a
[',,. Amb aixo ja podem concloure que I', és connex. Efectivament, donats g; i go

de I', tenim el cami segiient:
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Figura 2.5: Exemple de cami entre dos elements qualsevol de T',,.

on w és la paraula que connecta git‘ amb got* dintre de I',_, que existeix segur, ja

que el graf I',, és connex.

Per l'altre cas, si a > a,, escollim h € G tal que a + x(h) < a,. Llavors el subgraf

h-T', és connex per I'argument anterior; com h-I", ~ I',, aquest també és connex. [

Corol-lari 2.3.2. SiI'\ (G, S) no és connex, té infinites components connexes.

Demostracio. Si I'y té un nombre finit de components connexes, 3 a < 0 tal que

podem connectar totes aquestes components dins de Fg? ),

Aquest valor de a es
pot trobar simplement buscant, de tots els camins p a I' que connectin entre elles

les diferents components connexes, el minim entre v, (p) i escollint a < v, (p).

)

Aixo implica que Fg? > és connex. Pel Lema 2.3.1 també ho és T, que és una

contradiccié. Concloem que I'y té infinites components connexes. O

2.4 El criteri 2!

El fet que un caracter y pertanyi o no a 'invariant de GG és una propietat global, ja
que equival a que el graf I') sigui connex. En aquesta seccié presentem un resultat
que ens permet caracteritzar la pertinenga a X!'(G) amb informacié local del graf.

Teorema 2.4.1. Per tot caracter x diferent de zero i per tot t € S amb x(t) > 0,

les condicions seguients son equivalents:

(i) el subgraf Ty, és connex,

(it) Vs € S, 3ps = (t,ws) un cami a I' des de t fins a st que satisfa vy (ps) >

vy ((1,8)) = minf0, x(s)}.

Intuitivament, la segona condicié del teorema ens indica que per cada generador ¢
amb caracter positiu i cada generador s, existeix un cami py de t a st que sempre
queda estrictament per sobre (respecte al valor de x dels vertexs) del cami “natural”
(1,s). A la Figura 2.6 veiem com queda aquest nou cami en relacié amb 'original,
en funcié de si x(s) és positiu, zero o negatiu.
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X

/it X X
\\\p" // b s : p\
17 W / t k . t ¢ i
=y o—" S
s vx(L,8) o vy (1, 8) 95\ o 115
=0 1y (1,5)

—

Figura 2.6: Els tres casos per la condicié vy (ps) > vy ((1,5)), tret de [7].

Demostracio. Estudiem les dues implicacions.

(i) = (i1): Donat s € S, definim r; = min{x(¢), x(st)}. Com que I, és connex,
FEZS’OO) també ho és pel Lema 2.3.1. Tenim, doncs, un cami ps; = (¢, ws) des de

¢ fins a st dintre de TU* tal que:

v(ps) = o = min{x(t), x(st)} = vy (1, 5)) + x() > vy ((1,9))

Aquesta construccié la podem replicar V s, aixi que (i7) és cert.

(1) = (i): Definim d = {min{v,(p;) — v, ((1,5))} | s € S} i observem que
d > 0. Volem trobar un cami entre 1 i g Vg € G, que quedi dintre de I',.
Considerem un cami p des d’1 fins a g a I', que és connex. Si p només passa per
vertexs de I'y, no cal que fem res. Si en algun moment passa per un node amb
caracter negatiu, el manipulem adequadament per tal de visitar només vertexs
del subgraf positiu. Definim la transformacié T': P(I') — P(I"), que donat
un cam{ p substitueix cada aresta (h,s) de p pel cami (h,twst ') i després
elimina els subcamins de tipus (h',¢7't). Ho podem visualitzar mitjancant la

segiient illustracié del cam{ T'((1, s1s2)), marcat en blau:

t Slt Slsgt
t t*l
—
O—®—®
Figura 2.7: Primer pas de la Figura 2.8: Segon pas de la

transformacio 7. transformacid 7.
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Aix0 implica que per cada canvi de (1,s) a ps, aquell tros del cami passa de
tenir un minim (respecte al valor del caracter) a vy ((1,s)) a tenir-lo a vy(p;)
(augmentant en vy (ps) — vy ((1,5)) > d > 0) 6 a x(1) = 0 si després de fer
aquest intercanvi de camins ja no tenim cap vertex amb caracter negatiu. Com
que d = {min{v,(p;) — vy ((1,8))} | s € S} > 0, T(p) satisfa la inequacié

vy (T(p)) > min{vy(p) + d, 0}

i continua connectant 1 amb ¢. Si iterem T diverses vegades, obtenim una
seqiiencia de camins p, T(p), T%(p), ... entre 1 i g; aquests camins estan
cada cop més a prop de quedar-se dins de I'y. Efectivament, com cada cop
augmentem v, (T(p)) en com a minim d unitats, si ¢ > |Ux(p)‘ /d, T*(p) passa

només per nodes amb caracter major o igual a 0 = I, és connex. O

Remarca. La condicié (i7) del teorema anterior rep el nom de versié geometrica del

criteri 1.

Exposem ara un corolllari del Teorema 2.4.1, tot i que a causa de la seva importancia
li donem el titol de teorema.

Teorema 2.4.2. L’invariant X*(G) és un obert de S(G).

Demostracid. Suposem x un caracter diferent de 0 de X'(G). Escollim ¢ un element
de S tal que x(t) > 0, per la implicacié (i) == (i) del Teorema 2.4.1 tenim
que, Vs € S, existeix un cami p, € I'(G, S) des de t fins a st que satisfa v, (ps) >

Uy ((1, 5))

Com que tenim un nombre finit d’inequacions estrictes, encara son certes si subs-
tituim y per un caracter ¢ suficientment a prop de y. Amb aix0, podem aplicar la
implicacié (i) = (i) a ¢ i concloure que aquest també pertany a 3'(G). Per
tant, el conjunt obert de S(G)

O(IX]) = {[W] [ &) > 01 vy(ps) > vy ((1,5)) per s € S}

esta contingut en (@), Aixo és cert V[x] € L1(G), fet que implica que (G és
un obert de S(G). O

Per poder enunciar la proposicié segiient, recordem el Lema 1.3.9, que ens garanteix
que donat un caracter x racional, 3¢t € G tal que x(t) = 1.

Proposicié 2.4.3. Sigui x: G - Z — R un punt racional de S(G) it € G un

element amb x(t) = 1, les segiients condicions son equivalents:
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(i) ] € 24(G),
(ii) N =ker(x) conté un subgrup fg H < N tal que

t'HtCH i | Jt'Ht'=N. (2.4)

teN
Demostracio. Considerem totes dues implicacions.

(1) = (i7): Prenem B = {s1,...,8,}, m € N un sistema de generadors de
G, clarament B U {t} també genera G. Definim ara r; = x(s;) € Z i a; =
t7"is; € N, Vi e {1,...,m}; x(a;) = 0 Vi. Podem, per tant, afirmar que
S =A{t} U{a,...,a,} és un subconjunt generador finit de G, pel Teorema
2.2.2, podem calcular 3'(G) fent servir S.

Com que estem suposant que I'(G,S), és connex, la segona implicacié del
Teorema 2.4.1 ens assegura que, per ¢ € {1,...,m}, existeix un cami p; que
connecta ¢t amb a;t i satisfa v, (p;) > v, ((1, ai)) = 0, on iltima igualtat és
certa ja que a; € ker(x); com x pren valors a Z podem dir que v, (p;) > 1. De

fet, com que p; comenca a t i x(t) =1, v,(p;) = L.

~
~

Figura 2.9: En blau, la paraula w;, que connecta ¢ amb
a;t. Es pot apreciar que v, (p;) =11 v, (w;) > 0.

Sigui w; una paraula en S tal que p; = (t,w;) = a;t = tw; = t 'a;t = w;.
Si volem ara calcular v, (w;), ens fixem que v, (p;) =1 = vy (w;) > 0, com
veiem a la Figura 2.9. Aixo vol dir que, si estem en la posici6 j de la paraula
w; i hem passat per n t’s, en el que queda de paraula no podran haver-hi més
de n t inverses, ja que x(a;) = 0 Vi i s’ha de mantenir v, (w;) > 0. Aquesta
propietat implica que la primera ¢ tindra sempre exponent > 1. A més a més,
I"iltima t present a w; tindra exponent < —1, ja que si tingués exponent positiu

voldria dir que en algun moment haurfem trencat la restriccié v, (w;) > 0.

Aquest fet es pot reescriure com que w; és igual a un producte de conju-

gats de a;, a;p = tfa;t™" amb ¢ > 0. Per veure-ho, expressem w; mit-
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jancant ultkluz .- -tk"*untk", on k; sén enters i u; = a;, - --a;, son paraules
k2
en {ay,...,any} tal que {iy,... i, } és un subconjunt d’indexs de {1,...,m}.

Amb aquesta notacié, duem a terme el segiient procés iteratiu:

. Iteracio ¢ = 1: definim ¢; = ky, que és sempre > 0, i substituim uy =

(g, - - - Gy, Der

'U/I2 = (CLQltiel) <t£1a22t41) s <t£1a2n2t7€1) .

Un cop fet aixo, definim ¢, = ki + k2. Com que v, (w;) > 0 ens assegurem
que £y > 0.
. Iteraci6 i =2 a n — 1: sigui j =7+ 1, fent servir la ¢;_; definida al pas

anterior, substituim u; = a;, - --a;, per
J

= (ajlt—gf—l) <t€j—1aj2t_éf—1> (tfj—lajnjt—ef—l> .

Un cop fet aixo, definim ¢; = ¢;_1 + k; > 0.
. Iteraciéo ¢ = n: com que k, sempre és < 01 —/,_1 = k,, eliminem

I'dltima t*» que ja ’haurem posat a la iteracié anterior.

Un cop hem fet tots els passos necessaris, arribem a w; reescrita com un

producte de conjugats a;, = t‘a;t~* amb £ > 0, tal com voliem.

Sigui g I'index ¢ més gran pel qual algun conjugat a;, es troba a una de les

paraules w;, definim
H={ai|1<i<mi0<l<p}

Observem que #H genera un subgrup H < N ja que x(a;¢) = 0 Vi, {; com que
H és finit, H és fg. Vegem que H satisfa t1Ht C H:

e sil>0ia;, €H, lavors tta; it =t~ Hait=% =t Lat= (D € H,
. si | = 0, llavors tta; ot = t'a;t = w; € H, perque w; és producte
d’elements de H i, com hem escollit 1 el maxim index de ¢ present a una

de les paraules, ens assegurem que totes hi pertanyen.

Abans de demostrar la segiient condicid, demostrem que {ay, ..., a,,} genera N
com a subgrup normal, és a dir, N esta generat pels conjugats de {aq,...,an}
per qualsevol element de G. Com que G esta generat per S, els conjugats soén
{aip, V1 < i < mil e Z}. Sigui n € N, expressem-la com una paraula
w € S. Com que x(n) = 0, w té el mateix nombre de t que de t inverses.

Reescrivim w com uitFus - - - tFn=1u,t* on k; sén enters i u; = i, -+ a;

g
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sén paraules en {ay, ..., a,} tal que {iy,...,i,,} és un subconjunt d’indexs de
{1,...,m}. Ara podem aplicar a w el procés iteratiu que hem fet anteriorment
en aquesta demostracié, amb la diferencia que no tenim que v, (w) > 0, aixi
que la positivitat de ¢; no es mantindra necessariament durant tot el procés.

Pero l'expressi6 resultant sera un producte de conjugats a; ¢, ja que x(a) = 0.

Per veure que la condicié oy t!Ht=* = N es compleix, observem primer que
el fet que J,on t*Ht ™" C N 6és obvi, ja que H < N i N és normal.

Per veure que N C J,oy t*Ht~¢, considerem n € N i expressem com una
paraula w en {a;,, V1 <i < m i/l € Z}, que hem vist que genera N: w =
tha; t™ - tfa t7% on {i1,...,i,} és un subconjunt d’indexs de {1,...,m}.
Definim J = max{/y,...,{,} > 0, i reescrivim n com t/(t~/wt’)t~7/. Ara

volem veure que t~/wt’ € H,

t_Jth — t—J<t£1 a/ilt_el .. t@paipt—fp)t(]
= (t*J(ﬂl%fel)tJ> (t*"(tbaht*b)t‘]> (th(tepaipfe,,)tJ)

_ (tel_‘]ailt‘]_el) (tfz—Jai2tJ—Z2> (tep—Jaith—fp>

ithila t7 e HVje{l,... . pyay, = a0 € HYi, l;—J <0iJ—4;>0
perque J era el maxim exponent de ¢ present a w, i t71Ht C H. Aixi, cada
element de N el puc expressar com t‘ht—¢ per uns certs { e Nih € H —=
N C Upent'Ht ™" = Upen t'Ht* = N.

(i1) = (i): Sigui H < N = ker(x) que obeeix les propietats 2.4, escollim una

base finita de generadors de H, B = {by, ba, ..., by} (amb els inversos inclosos).

Afirmem que S = {t} UB genera G. Donat un element g € G amb x(g) =7 €
Z = x(gt7")=0€e N = a causa que |J,.yt"Ht"* = N puc expressar
gt = szwng_Z per una certa £ > 01 w, € H una paraula en B. Per tant,
g = thwyt="" € (S). Pel Teorema 2.2.2, podem calcular ¥'(G) fent servir S.

Expressem cada conjugat t~1b;t com una paraula w; a B; w; existeix V1 < i <
f,jaquet ™ Ht C H. Larelacié t 'bjt = w; = el cami p; = (¢, w;) connecta
t amb b;t. El fet que B genera H < N = ker(x) = x(B) = {0}, que ens
porta a

Uy (pi) = vy (wy) + x() =1 > v, ((1,5;)) =0 Vb;.

Per tltim, pel generador ¢, observem que el cami p; = (¢,t) connecta t amb ¢*
P oy(pe) = i (t) + x(1) = 2 > vy ((1,1)) = vy(t) + x(1) = 1.

Aixi, ¥ compleix la versié geometrica del criteri ! = [x] € ZHQ). O
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Corol-lari 2.4.4. El nucli d’un caracter racional x: G - Z — R és fg <=
{I¥. [=x]} € 2HG).

Demostracio. =] Si N = ker(x) és fg, H = N obeeix les propietats 2.4 perque el

nucli és un subgrup normal i la Proposicié 2.4.3 implica que [x] € 3'(G).
Com que ker(x) = ker(—y), aixd també implica que [—x] € Z'(G).

< Sigui N = ker(y) = ker(—yx) i un element ¢t € G amb x(¢) = 1, per la Proposicié
2.4.3 tenim que:

- W] eXNG) = FAL Nfgtal quet " At C Ai [Jp t'At™ = N,
« [-x]€X(G) = IB< NfgtalquetBt™" C BilJ t'Bt ™" = N.

Siguin Sx = {aq,...,a,} 1S = {b1,...,b,} subconjunts generadors finits d’A i B,
respectivament. El primer que observem és que, per la propietat Uzzo tlAt=t = N,
N = {(a; = t'ait™", V1 < i <n il >0). Volem arribar a veure que N és fg, per

tant, voldriem trobar un subconjunt generador finit partint del que ja tenim.

Com que cada a; € N, 3¢; > 01 b € B tal que a; = t~“bt" perque Uego t‘Bt~' = N.
Aixo implica que tfia;t=% = b i, si £ > ¢;, t'a;t™" € B perque tBt~' C B. Amb aixo
tenim que Sy = SpU{a;y, 0 <l <{(;iV1<i<n}ésfiniti N =(Sy) = N és
fg. [



Capitol 3

Resultats sobre indecidibilitat

La meta final d’aquest capitol és demostrar la indecidibilitat de I'invariant BNS d’un
grup: no hi ha cap algoritme que, donada una presentacio finita d’un grup G i donat
un caracter racional y: G — R, pugui determinar si [y] € X*(G) o no.

Per arribar a aquest resultat, primer s’han de demostrar diverses coses, que formaran
una cadena de resultats que ens portara a poder demostrar el que volem.

La referéncia en queé ens hem basat per estructurar aquest capitol és [2].

3.1 Resultats previs

Definicié 3.1.1. Una presentacié d’un grup és una manera de representar un
grup K. Donat un conjunt X de generadors i R un llistat complet de relacions entre
aquests generadors, K = <X | R> és una presentacié de K. Que el llistat R sigui
complet vol dir que qualsevol relacié entre els elements de K es pot expressar com

un producte de conjugats de relacions presents a R.

Es sabut que tot grup admet una (de fet, infinites) presentacions. Si un grup admet
una presentacio amb X i R finits, direm que és fp, finitament presentat. Si
només X és finit, G sera fg.

Definicié 3.1.2. Donada una presentacié H = (X | R) i qualsevol a € Aut(H) el

producte semidirecte H X, Z admet una presentacio de la forma
(X,t| R tat™" = a(z) (z € X)). (3.1)
Direm que un grup K és H-by-Z si admet una presentacio del tipus 3.1 per algun

39
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grup H i a € Aut(H). Si no ens cal especificar de quin subgrup estem parlant,
podem dir que K és x-by-Z.

La familia de grups H-by-Z que compleixen una propietat P és
[H-by-Z]p = {H x4 Z | o € Aut(H), H X, Z compleix P}.
I si H té la propietat P, ens referirem a
P-by-Z ={H %o Z | a € Aut(H), H compleix P},
que no és necessariament el mateix que [H-by-Z]p.

Concretament, si P és la propietat de ser fg é fp,

fog-by-Z ={H x,Z | H fg, a € Aut(H)},
fp-by-Z ={H %o Z | H fp, o € Aut(H)}.

En resum, un grup K sera fg-by-Z (resp. fp-by-Z) si existeix un grup H fg (resp. fp)
i€ Aut(H) tal que K es pot presentar com 3.1.

Proposicié 3.1.3. Sigui K un grup, K és H-by-Z per un cert o € Aut(H) <=
H=(X|R)<1K iK/H~Z.

Demostracid. = K = (X,t | R,tat™' = a(z) (zx € X)) i H = (X) és clarament
subgrup de K.

Vegem ara que H és normal, siguin ' i h € H:

hWh~' € H, ja que H és subgrup,
tht ' = a(h) it 'ht = a~'(h) € H, aplicant la relacié adient.

Per aquest ultim pas, és vital que « sigui un automorfisme per poder usar el seu

invers. Com H és subgrup normal, tenim que

K/H=(Xt|Ritot"' =ax) (ze X))/H=(t|t-1-t7'=1)=(t) =Z.
< Sigui 7: K - K/H ~ Z la projeccié canonica. Prenem k € K tal que 7(k) =1,
que existeix doncs m és exhaustiva, i considerem el morfisme

v K — K

x — kaxk™ !l
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Ara podem considerar v = 7|, la restricci6é de v en H, com que H és normal, o €
Aut(H) i definim H x4 Z = (X,t | R, tzt™" = a(z) (z € X)).

La nostra meta és veure que K és H-by-Z, és a dir, que admet una presentacié com

3.1. Per veure-ho trobarem un isomorfisme entre K i H X, Z.

Primer, construim el segiient morfisme:

fiHXx,Z — K
r—xsixeX,

t— k.

Per tal que f estigui ben definit, hem de veure que les relacions de H x, Z sén
respectades per f. En efecte, les relacions de R es compleixen a K, ja que involucren
només elements d’X que per f queden igual i es mantenen. A part, f(txt™') = kxk™!
i f(a(z)) = a(z) perque a(z) € H; f(tat™) = f (a(z)) és cert per definicié d'a i

concloem que f esta ben definit.

Per veure que f és un isomorfisme, construirem la seva inversa. Definim f’ com

f'* K — Hx,Z
g—s (gkﬂr(g)) )
Observem que donat w(g) = n € Z, com que (k) = 1, m(gk™) = 0 = gk €
ker(m) = H, aixi que (gk‘”) t" és un element d’H %, Z. Vegem que f’ és morfisme,

siguin g1,9: € K in = 7m(g),m = 7(g2) € Z i prenem f'(g1) = (k") t" i
f'(92) = (92k_m) t, f'(g192) = (9192k_n_m) t"*™; calculant a K tenim

(k™) " (g2k™™) ™ = gk (" gok TN
= k7" (@ (gok™™)) 7"
S S N e
= (grgok™ ™) "

On hem fet servir que gok™™ € H i les relacions txt™! = a(x) per z € X.

L’altim pas que ens queda és veure que f i f’ sén morfismes mituament inversos:

fof:Siguige K, f (f/(g)) = f ((gk—ﬂ(g))tﬂ(g)> = gk @k @) = g

flof: Siguiz € X, f/ (f(z)) = f(z) = ak™™@t™®) = 2k%°, ja que x € H =
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ker(m). Si prenem ¢, f'(f(t)) = f'(k) = kk™®¢"® = kk~1¢! = ¢, ja que k
era tal que 7(k) = 1.

Aixi que f = (f)"! i tenim un isomorfisme entre K i H X, Z. O

Proposicié 3.1.4. K és un grup P-by-Z per una propietat de grups P <— JH <
K tal que H compleix la propietat P i K/H ~ 7. 0

Definicié 3.1.5. Siguin K = <XK | RK> i H= <XH | RH>, definim el producte

lliure entre K 1 H com
KxH=(XxUXy|RxURy).

Aix0 vol dir que K sk H esta generat pels generadors de K i els de H i les relacions
que el governen consisteixen en les relacions de K i les d’H juntes. Les unions sén
disjuntes donat que estem suposant que no hi ha confusions amb les notacions dels

dos grups.

Lema 3.1.6. Sigui K = <X | R> un grup qualsevol amb generadors X = {x;}jey i

considerem el producte lliure d’infinites copies de K

* K = <X<i> (i €2Z)| RY (i eZ)>,

€7

on <X(i) | R(i)> per i € 7 son copies disjuntes de la presentacio original de K.
Llavors

1EL

(>|< K> X, 7~ K %7,

on T és l'automorfisme de k;cz K definit per

T: 335,") — xyﬂ) <Vi € Z,ng-i) € X(i)> .
Demostracio. Observem primer que 7 és un automorfisme de %k;c7z K ja que el con-

junt d’indexs és Z, que és infinit per les dues bandes.
Anomenant t al generador de Z, tenim que

RY (i € 7),
tatt =2 (Viez,val) e x0) /-

S

(* K) NTZ:< X0 (GeZ),t

Primer de tot, observem que podem eliminar les relacions R Vi # 0 sense afectar

al grup. Aixo és perque en ser copies de la mateixa presentacio, 'inica diferencia
) ()

entre dos grups de relacions R® i RY) és la presencia de xéz 6 x;’, pero fent
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servir 11 = (iH) podem passar de xg.) a x§ ) conjugant per t; sigui Rg.i) =
OB
1

(i+1) (i+1) (i+1) _ (8) -1 (B -1y _
Sz una relamo del nivell 4, R; ™ = @), cexy = (g ) e () =
t(arg-? . (l))t '=1tR; 4-1 " Aixi, podem intercanviar .CE( D x(j) conjugant|j — i| cops
per t. Aixo vol dir que quedant-nos amb només una copia de les relacions podem

obtenir la resta per conjugacié que, per tant, sén superflues. Ens quedem amb R

<>|< K)x Z:<X<i>(¢eZ),t R(Z?)(iez’. | | >
i€z T ot = xyﬂ) (Vi € Z,ny) € X(’))
RO,

txéi)t_l = j“ (Vz A Vac € X()> >

:< X (i €7Z),t

Fent un raonament similar, ens fixem que podem obviar la part de tatg-i)t*1 =

(ZH <V@ €7z, ‘v’x € X0 > La justificacié d’aixo és causada pel fet que podem

( ) (@)

expressar 1: ) Vi € Z com #2Wt i si substituim totes les instancies de r;’ que

apareguin al conjunt de generadors (només estaran a X ja que les copies K@

(0)

sén disjuntes) per t'x;’t™", no ens cal posar-ho com a restriccié. De fet, ara tots els

generadors diferents de X© it sén conjugats d’aquests, aixi que els podem eliminar.

o RY (i € 7),
* K| x.Z={( X9 (ieZ),t . . ; .
<i€Z ) < vez) tx()t‘ o (viezval e X0)

. RO,
~( XV (iez)t|
tr T =

ZH) (‘V’ZGZ Vx EX()> >

:<X(0),t|R(°)>:K*Z O

Proposicié 3.1.7. El grup *;cz K és fg <= K és trivial.

Demostracio. <] K trivial = K =1 = %;cz K =1 = %,z K és fg.

=| Per contradiccio, si K no és trivial = K esta generat per n > 1 generadors
= %,z K estara generat per n generadors a cada nivell, dels quals n’hi ha infinits
=—> ,;ecz K no és fg, contradiccié i K ha de ser trivial. O]

Corol-lari 3.1.8. Sigui K = <X | R> una presentacio finita d’un grup amb abelia-
nitzacio trivial, Ko = 1, tenim que:

K %7 és fg-by-Z < K és trivial.

Demostracio. <] Fent servir el lema anterior i la mateixa notacié, K trivial <=
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(kicz K) fg = K %Z és fg-by-Z, ja que K % Z ~ (k;ez K) X, Z.
= Pel lema anterior i reutilitzant la notaci6, K % Z ~ (kez K) X, Z.

Amb aixo tenim que K k Z és (k,;cz K)-by-Z, pero si veiem que, assumint K, = 1,
aquesta és I'inica manera d’expressar K sk Z mitjancant la construccié definida a
3.1.2, K %7 és fg-by-Z — (k4ez K) és fg <= K trivial.

Veiem primer el segiient:

(K*Z)/[K*Z7K*Z]:(K*Z) NKabXZab:Zab,

ab —

ja que com estem abelianitzant, volem que tot commuti amb tot i, per tant, canviem
el producte lliure pel directe. Ara bé, Ky, és trivial 1 Zy, = 7Z = Kuy X Ly = 7.
La primera conclusié que traurem és que el commutador és un subgrup normal
amb quocient isomorf a Z. Demostrem que és 1'inic: sigui N un altre subgrup
normal tal que (K % Z) /N ~ Z i m;, m les projeccions modul el commutador i N
respectivament:

K%Z-"%7

K

Z

Com que Im(my) ~ Z és abeliana = [K % Z, K % Z] C ker(m) = N = existeix

my: 7 — 7 tal que my = w3 0 Y.

Com que son projeccions, tant m; com my sén exhaustius = 73 : Z — Z també
ha de ser exhaustiu. Pero un morfisme de Z en Z que sigui exhaustiu no pot tenir
nucli: si p € Z diferent de 0 tal que p € ker(ms), llavors pms3(1) = m3(p) = 01 l'enter
m3(1) seria de torsid, cosa que és una contradiccié = ker(m) = {0} = m3 és

injectiu. El diagrama commutatiu ara pren aquesta forma:

Kx7 -7

<k

Z

En ser w3 injectiva, podem fer el raonament segiient partint de k € N:
0 = mo(k) = m3(mi(k)) = mi(k) € ker(m3) = {0} = k € ker(m) = [K *Z, K *xZ)].
Vist aixo, N C [K % Z, K xZ] = N = [K %xZ, K % Z).

Segons la Proposicié 3.1.3, K % Z és (kiez K)-by-Z — (kiezK) < K*Z i
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K %7/ (*kiez K) ~ Z. Afegint aixo al que acabem de demostrar, (k;cz K) =
[K % Z,K %7Z] i és 'inic subgrup normal tal que el seu quocient és isomorf a
Z = (%kicz K) és I'inic subgrup que podem fer servir per expressar K *k Z

mitjancant la construccié definida a 3.1.2, com voliem veure. O]

A continuacié exposem un recull de resultats d’indecidibilitat. Per poder acabar
demostrant el teorema al qual volem arribar, ens ajudarem del teorema Adian-
Rabin enunciat el 1958, pero no el demostrarem, ja que els seus continguts escapen
el tema central d’aquest document. A [6] trobem un extens recull d’informacié sobre
el teorema a que ens referim [6, Pagina 3|, aixi com altres resultats similars.

Definicié 3.1.9. Un algoritme 2 és un llistat finit d’instruccions o passos que

serveixen per resoldre una tasca o executar un problema.

Teorema 3.1.10 (Adian-Rabin, 1958). No existeix cap algoritme 2 que donada
una presentacio finita pugui determinar si el grup definit per aquesta és el grup

trivial.

Definicié 3.1.11. Siguin H C G dues families de grups fp’s, el problema de la
pertinenca de G en H, denotat PPg(H), consisteix en: donada una presentacié

K = (X | R) d'un grup K de G, decideix si el grup pertany o no a H.

Per exemple, PPy,(ab) és el problema de decidir si un grup fp donat és o no abelia.

Es important demanar que les families siguin de grups finitament presentats, ja
que si no la presentacié de K podria ser infinita i seria impossible passar-la com a
entrada d’un algoritme implementat a un ordinador.

Teorema 3.1.12. PPy/(fg-by-Z) no és decidible, on H és la subfamilia de grups que
abelianitzen a Z (és a dir, tenen rang lliure igual a 1). Es a dir, no existeiz cap algo-
ritme que prenent una presentacio finita d’un grup que tingui Z com abelianitzacio,

pugui determinar si el grup definit per aquesta és fg-by-Z.

Demostracio. Ho provarem per contradiccié. Suposem que existeix un algoritme
il tal que, donada una presentacié finita d’'un grup de H, determina si el grup és

fg-by-Z o no.

Considerem ara l'algoritme segiient 8 per determinar trivialitat, que pren com a

entrada una presentacié finita K = (X | R):

(1) abelianitzem K i, fent servir el Teorema 1.1.11, determinem si K, és trivial
o no; si no ho és, K tampoc és trivial i la resposta de ’algoritme és NO. Si

I’abelianitzacio és trivial, K és un grup perfecte i K % Z abelianitza a Z.
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(77) apliquem i a K %7 = <X,t | R> per decidir si K % Z és fg-by-Z.

Segons el Corollari 3.1.8, la resposta al segon pas (i, per tant, a I’algoritme) sera ST
<= K és trivial, pero aixo voldria dir que B és un algoritme capag de determinar
si una presentacio finita <X | R> representa el grup trivial o no. Aixo contradiu el

Teorema 3.1.10 i, per tant, 4 no pot existir. O

De fet, podem obtenir un resultat més potent. Ara hem demostrat que PPy (fg-by-Z)
no és decidible. Clarament, si el problema de pertinenca és indecidible per una sub-
familia d'una familia de grups, ho és per tota la familia.

Corol-lari 3.1.13. PPy,(fg-by-Z) és indecidible. O

3.2 Relaciéo amb 'invariant BNS

Proposicié 3.2.1. Un grup G és fg-by-Z <= el seu invariant BNS conté dos

punts antipodes, és a dir,

G és fg-by-Z <= TF[x] € S(G) tal que [x],[—x] € Z(G).

Demostracio. =| G és fg-by-Z implica que existeix H un subgrup normal fg de G
tal que (G/H) ~7 = 3Ix:G — (G/H) ~7Z — R amb ker(x) = H fg. Pel
Corollari 2.4.4, H és fg = [x],[—x] € ZY(G).

< Volem veure primer que sempre podem escollir un caracter [x] que compleixi la

hipotesi i tingui rang 1.

Demostrem primer que la presencia de punts antipodes a l'invariant implica la
preséncia d’un altre parell de punts antipodes, aquest cop racionals. Prenem [x]
tal que [x], [—x] € £}(G), pel Teorema 1.3.12 els punts racionals sén densos dintre
de S(G), aixi que podem trobar un punt racional [x’] tan a prop com vulguem de
[x]. El Teorema 2.4.2 implica que [x'] € 2'(G). Si fem el mateix per [—x], trobem

que [—x'] també pertany a l'invariant.

Un cop vist aixd, pel Corollari 2.4.4, [x], [—x] € 21 (G) = H = ker(x) = ker(—y)
és fg. Com que x és un caracter racional, x: G - (G/H) ~ Z — R i tenim
H <G fg tal que G/H ~ 7Z, aplicant la Proposicié 3.1.3 G és fg-by-Z. m

Finalment, tenim totes les eines per enunciar i demostrar el teorema final.
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Teorema 3.2.2. No existeix cap algoritme tal que, donada una presentacio finita
d'un grup G (que abelianitza a Z) i un caracter racional x: G — Z — R, decideixi

si [x] pertany a X'(G) o no.

Demostracio. Donada una presentacié finita d'un grup G amb G, = Z i, per tant,
amb S(G) contenint només dos punts, podem abelianitzar i construir els dos tnics
caracters +y: G - Z — R.

Suposem ara que existeix un algoritme 2 com el de ’enunciat, podriem llavors saber
si x 1 —x pertanyen a l'invariant BNS de (G, és a dir, segons la Proposicié 3.2.1,
podriem saber algorismicament si G és fg-by-Z. Aixo contradiu el Teorema 3.1.12,

aixi que tal algoritme no podria existir. O]

Com hem demostrat que no és possible determinar la pertinenga d’'un caracter a
I'invariant BNS ni tan sols per grups amb abelianitzacié igual a Z, podem afirmar
que tampoc és possible per grups fp arbitraris.

Teorema 3.2.3. No existeir cap algoritme tal que, donada una presentacio finita

d’un grup G i un caracter racional x: G — Z — R, decideizi si [x] pertany a

SHG). O

Similar a abans, G ha de ser fp per tal de poder-lo expressar com l’entrada d’un
algoritme. A part, també és important demanar que y sigui racional, per poder-lo
expressar de manera precisa dins un ordinador, per exemple donant un punt amb
coordenades enteres ¢ = (A1,...,\,) de la semirecta [x] = {rx | r € R"} per
representar el punt racional de I’esfera ‘%” € S(G) propiament dit.
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