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Lema

Tota classe d’equivalencia [w] € F4 conté una i només una paraula
reduida, denotada w.
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Exemple

Prenem A = {a}. El grup lliure Fy és Ry = {...,a %,a ', 1,a,&,...}
amb l'operacio a" - am = a"t™. Aixo és ...Fq ~ Z.

v

Prenem A = {a, b}. El grup lliure ¥ és Ry = {1,
a,a’',bb,
a,ab,ab-', a2 a'b,a'b ', baba b’ b la b 'al b2,

A\
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Per tant, F4 es pot pensar com Ry = {w € (A*")* | w reduida} amb
I'operacié u - v = uv.

Teorema
Fa~TFpg < |A| = |B|. Definim rang com rk(Fa) = |A|.

Exemple

Prenem A = {a}. El grup lliure Fy és Ry = {...,a %,a ', 1,a,&,...}
amb l'operacio a" - am = a"t™. Aixo és ...Fq ~ Z.

Exemple

| A

Prenem A = {a, b}. El grup lliure ¥ és Ry = {1,

a,a’',bb,
a,ab,ab-', a2 a'b,a'b ', baba b’ b la b 'al b2,
a, a’b,ab~ ..},

amb l'operacié u- v = uv.

N
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Els grups lliures

Observeu que si abelianitzem ¥, (i.e., fem quocient pel commutador
[Fn : Fp]) obtenim:

Fy={d---af|n,... meZ},

(aq1 A az") . (af1 e arsf) = aq1+s1 .. aZ’+s"_

Aix0 és ...TF® = 7" (s'anomenen grups lliure-abelians).
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Els subgrups de Z" sén molt facils d’entendre i de tractar:
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Els grups lliures

Observeu que si abelianitzem T, (i.e., fem quocient pel commutador
[F,, : Fr]) obtenim:

Fy={a---a7|n,....,meZ}
(a? aﬁ) . (a\? azn) — aQ1+S1 '._aZH’Sn.

Aix0 és ...TF® = 7" (s'anomenen grups lliure-abelians).

Els subgrups de Z" sén molt facils d’entendre i de tractar:

e SOn exactament els multiples dels conjunts de solucions de
sistemes d’equacions lineals.

e Totsubgrup H < 7" és H~Z" amb0 < m < n.

e SiH<LZ"iH~Z"llavors H = 7", llevat mdltiples.
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Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidir sig € H, on
H={(hy,..., h).
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Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidir sig € H, on
H={(hy,..., h).
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El problema de la pertinenga

Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidir sig € H, on
H={(hy,..., h).

A\

Problema (de la pertinenca a Z")

Donats vectors g, hy, ..., h, € Z":

e calculem les equacions que descriuen H = (hy, ..., h);
e comprovem si el vector g les compleix o no.

(Llevat control de mdiltiples).

| A\

Exemple
Es cert que (4,1,3) € H=((2,1,-1), (0,0,1), (2,1,2)) < 78 ?

A\
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El problema de la pertinenga

Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidir sig € H, on

H=(hi,..., h). |
Problema (de la pertinenca a Z")

Donats vectors g, hy, ..., h, € Z":

e calculem les equacions que descriuen H = (hy, ..., h);

e comprovem si el vector g les compleix o no.
(Llevat control de mdiltiples).

v

Exemple

Es certque (4,1,3) e H=((2,1,—1), (0,0, 1), (
Resulta que H = ((2,1,-1), (0,0,1)) = {(x,y,z
concloem que (4,1,3) ¢ H).

2,1,2)) <Z°?
)EZ3 | x=2y},i
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Problema (de la interseccio)

Sigui G un grup. Donats hy, ..., hr ki,..., ks € G, calcular
generadors per HN K, on H = (hy,..., h;), K= (ky,..., ks) < G.
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generadors de HN K.
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El problema de la interseccié

Problema (de la interseccio)

Sigui G un grup. Donats hy, ..., hr ki,..., ks € G, calcular
generadors per HN K, on H = (hy,...,h:), K= (ki,...,ks) < G.

Problema (de la interseccio a Z")

Donats vectors hy, ... h., Ky,... ks € Z":

e calculem les equacions de H = (hy, ..., h;) ide K = (ki,...,Ks);
e les posem juntes en un sol sistema, i el resolem per obtenir
generadors de HN K.

(Llevat control de mdiltiples).

| A\

Exemple

Calcular generadors per HN K, on H = {((2,1,—1), (0,0,1), (2,1,2)),
K=1{((1,1,1), (2,2,1)) < Z3.

A\
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El problema de la interseccié

Problema (de la interseccio)

Sigui G un grup. Donats hy, ..., hr ki,..., ks € G, calcular
generadors per HN K, on H = (hy,...,h:), K= (ki,...,ks) < G.

Problema (de la interseccio a Z")

Donats vectors hy, ... h., Ky,... ks € Z":

e calculem les equacions de H = (hy, ..., h;) ide K = (ki,...,Ks);
e les posem juntes en un sol sistema, i el resolem per obtenir
generadors de HN K.

(Llevat control de mdiltiples).

Exemple

Calcular generadors per HN K, on H = {((2,1,—1), (0,0,1), (2,1,2)),
K=1{((1,1,1), (2,2,1)) < Z3.

Tenim H = {(x,y,2) € Z° | x = 2y}, K= {(x,y.2) € 7 | x = y}
pertant, HN K = {(x,y,2) € Z® | x =y = 0} = ((0,0,1)).

| A

A\
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Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h. € G, decidirsig € H, on
H={(h,..., h).




2. Grups lliures
00000008000

El problema de la pertinenga a F»

Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidirsig € H, on
H=(hy,..., h).

Exemple

Considerem o = [y, 1y i €l subgroup H = (uy, Uz, Us) < F2, on
uy=a'bab=', u, = &, ius = abab=".
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Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidirsig € H, on
H=(hy,..., h).

Exemple

Considerem o = [y, 1y i €l subgroup H = (uy, Uz, Us) < F2, on
uy=a'bab=', u, = &, ius = abab=".

ew=acH? ew=becH? ew=aba’b 'apa3¥pTecH?
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El problema de la pertinenga a F»

Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidirsig € H, on
H=(hy,..., h).

Exemple

Considerem o = [y, 1y i €l subgroup H = (uy, Uz, Us) < F2, on
uy=a'bab=', u, = &, ius = abab=".

ew=acH? ew=becH? ew=aba’b 'aba3p'ecH?

e En cas afirmatiu, sabries espressar w com a producte (tnic?) en
+1 +1 +1

U, uz', U’} ?

|U1|b = |a*1bab*1|b =0
lu2lp = ExP =0 =  b¢H.
luslp = |abab™'|, =0
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El problema de la pertinenga a F»

Problema (de la pertinenca)

Sigui G un grup. Donats g, hy, ..., h, € G, decidirsig € H, on
H=(hy,..., h).

Exemple

Considerem o = [y, 1y i €l subgroup H = (uy, Uz, Us) < F2, on
uy=a'bab=', u, = &, ius = abab=".

ew=acH? ew=becH? ew=aba’b 'aba3p'ecH?

e En cas afirmatiu, sabries espressar w com a producte (tnic?) en
+1 +1 +1

U, uz', U’} ?

|U1|b = |a*1bab*1|b =0
|U2|b = |33|b =0 = bﬁH

lwlp = |abab~'l, =0

Perdlal,=0; ...w=acH? w=aba’b'aPba30p"'cH?

v
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—_— N N~
u us Us

) < Frapy

(abab™ ) (ba~'b~'a)(a"®)(abab~") (ba b 'a)
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Pertant,...Sl, w=ac H Il
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El problema de la pertinenga a F»

Després de calcular una bona estona . ..

H=(a'bab™' 6 & ,abab™'
—_— N N~
u us us

) < Frapy

usuy 'uy 'usuyt = (abab™') (ba~'b~'a) (a3 (abab~") (ba b~ 'a)
= a

Pertant,...Sl, w=ac H Il

e Aquesta expressié és Unica?

o N’hi ha de més senzilles?

e Podem trobar/entendre totes les possibles?
e . ..
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El problema de la interseccié a F»

Problema (de la interseccid)

Sigui G un grup. Donats hy, ..., he ki, ..., ks € G, calcular

generadors per HN K, on H= (hy,...,h;), K= (ki,...,ks) < G.
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El problema de la interseccié a F»

Problema (de la interseccid)

Sigui G un grup. Donats hy, ..., h: ky,..., ks € G, calcular
generadors per HN K, on H = (hy, ..., h;), K (ki,...,ks) < G
Considerem Fp = Fypy i els subgrups
H=(u, ) <Fy, I K=(v,ve,) <F
u; = b, vy = ab,
U = 33, Vo = 83,
uz = a 'bab~'a; vs = a 'ba.
Com podem trobar generadors de H N K? O simplement elements?

<
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El problema de la interseccié a F»

H = (u1, Uz, us) < Fo, K= (vi,v2,v3) < P2
uy = b, Vi = ab,
Us = 33, Vo = 33,

us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.
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El problema de la interseccié a F»

H= <U1, U2,U3> < Fg, K = <V17 Vo, V3> <k
u = b, Vi = aba
Us = 33, Vo = 33,
us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.

H>w = a =wckK,
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El problema de la interseccié a F»

H = (u1, U, u3) < Fo, K= (vi,v,v3) < F
u; = b, Vi = ab,
Us = 33, Vo = 33,
us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.
H> u = a =weK,

Hou'wuy=  b'ab =vy'vay €K,
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H= <U1, U2,U3> < Fg, K = <V17 Vo, V3> <k
u = b, Vi = aba
Us = 33, Vo = 33,
us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.
H>w = a =wckK,
Hou'vuy= b 'ab  =vy'vav €K,

Ho W= a'ba®h'a =wvwy ' €K,
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H= <U1, U2,U3> < Fg, K = <V17 Vo, V3> <k
u = b, Vi = aba
Us = 33, Vo = 33,
us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.
H>w = a =wckK,
Hou'vuy= b 'ab  =vy'vav €K,

Ho W= a'ba®h'a =wvwy ' €K,

algti més?
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El problema de la interseccié a F»

H = (u1, U, u3) < Fo, K= (vi,v,v3) < F
u = b, Vi = aba
Us = 33, Vo = 33,
us; =a 'bab 'a; v = a 'ba.
H>w = a =wckK,
Hou'vuy= b 'ab  =vy'vav €K,

Ho W= a'ba®h'a =wvwy ' €K,

algti més?

HnK = (a% b~ 'a’b, a'ba’b~'a)? ... o calen més generadors ?
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Automats de Stallings

OBJECTIU: Donat A, construir una bijeccio algorismica:

{ A-automats de Stallings

(finit, determinista, trim) } v SuibgilieE e DR A

Definicio

Donat un A-automat I, definim (I') = {{(v) | v cami tancat a ®} < F4.

Definicio

Donat U = {uy,...,ur} C Fy, definim I'automat flor, FI(U) ...

Observacio

Es finit, trim, . .. i determinista excepte potser a ®.
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Automats de Stallings

Considerem H = (g 'bab' | & , abab"') < Fiapy.

u Us us

Lautdmat flor FI(U), U = {u1, up, U3}, és el seglent:

'Ti/\j

Per aconseguir determinisme fem plegaments de Stallings:
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Lema (de Stallings)

(I') no varia al llarg de la cadena de plegaments.

El resultat final (determinista) no depén del procés de plegament,
... ni tant sols dels generadors inicials U de H.

Definicié
S’anomena automat de Stallings de H < F4, i es denota T'(H).

Teorema (de Stallings)

{A-automats de Stallings} <« {subgrups f.g. deFa}
r — (n
rH)y « H

€s una bijeccio algorismica.
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Observacio

En un A-automat determinista I : per tota w € F 4 existeix, com a molt,
un unic cami v comengant a® i tal que () = w.

w € H siinomés siw és l'etiqueta d’un ®-cami de I'(H).

Solucié (al problema de la pertinencga)

Donats w € F 4 i generadors U per a H = (U) <y Fa:

e construim l'automat flor FI(U);

e apliquem plegaments de Stallings fins a obtenir T (H);

e llegim w com a cami v a T (H) comengant ae®: si no és possible, o
resulta un cami no tancat, w ¢ H; altrament, w € H.

e Amés, siw € H, aixecant v enrera per tota la cadena de
plegaments, es pot calcular una expressio de w en termes dels
generadors originals.
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Exemple (cont’ed)
H=(a'bab~',6 & ,abab™") <Fap.
— N ’

[(H) = aCeo 26D

eacH; ebdH; eblab¢g H; eaba’b~'aba3b~' c H.

e A més, aixecant el llag v = a per la cadena de p/egaments
.. obtenim una expressio de a en termes de {u1 , u2 , u3 .
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Exemple (cont’ed)
Clarament, a € H gracies al ®-cami g = a; de l'g:

Aixecant-lo a 's (no té interaccio amb les arestes plegades), obtenim
V5= ai:

¥s5 ! (ay o<———@
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Finalment, aixecant-lo a Ty = FI(U), obtenim: ~y =
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Exemple (cont’ed)

Finalment, aixecant-lo a Ty = FI(U), obtenim: ~y =
—1p o1 1 1 1 P
ai11b21 821054 b12855 Doy @121181512812081128111021821 071 bi28y, by @121

-

- = a
/1.<\. 1
1, a !

I, factoritzant per les visites al punt base ®, obtenim I'expressio
buscada:

a = (abab ") (ba 'b'a)(a'a'a')(abab ') (ba b 'a)

= Uty 'uy Uy
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Solucié al problema de la interseccié

Teorema
Pertot H, K < Fa, tenim I'(H N K) = core(I'(H) x I'(K)).

Solucié (al problema de la interseccio)

Donats U,V C F4 generadors de H = (U) ide K = (V):

e construim els automats flor FI(U) i FI(V);

e apliquem plegaments de Stallings fins a obtenirT(H) iT(K);
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e podem la component connexa de (®u,®x) fins obtenir T'(H N K);
e triem un arbre maximal al (H N K);

e llegim una base de HnN K.

Corol-lari

| \

El grup lliure ¥, té la propietat de Howson: la interseccié de dos
subgrups finitament generats és sempre finitament generada.

N
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Exemple (cont’ed)
H=(b,a% a'bab~'a), K = (ab,a’, a 'ba). Per a calcular HN K,
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Prenent I'arbre maximal en negreta, tenim la base
HNK = (b 'a®b,a%,a 'ba’b~'a,a 'bab~'a®ba~'b~'a,
a 'bab~'aba~'ba b 'a).
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)
H=(b,a% a'bab~'a), K = (ab,a’, a 'ba). Per a calcular HN K,

b
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Prenent I'arbre maximal en negreta, tenim la base
HNK = (b 'a®b,a%,a 'ba’b~'a,a 'bab~'a®ba~'b~'a,
a 'bab~'aba~'ba b 'a).

Per tant, la intersecciéo HN K té rang 5.
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A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)

A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :

H> u lupuy = b~'ab =v; vy €K
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)

A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :

Hsuluuy = b~'ab =v; 'vv; €K
H> w = a =weckK
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)

A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :

H> u lupuy = b~'ab =v; vy €K
H> w = a =weckK
H>ud= a'bab'a =wwy, ' €K
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)

A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :

H> u lupuy = b='a®b =v; vy €K
H> w = a =weckK
H>ud= a'ba*b'a =wwy, ' €K
H> usupuy' = a'bab'a®ba'b'a =wvy vy €K
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Solucié al problema de la interseccié

Exemple (cont’ed)

A més, projectant els camins de I'(H) x I'(K) a cada component, i
aixecant-los enrera per tota la cadena de plegaments corresponent,
obtenim expressions en termes dels generadors inicials de H i de K :

H> u lupuy = b='a®b =v; vy €K
H> w = a =weckK
H>ud= a'ba*b'a =wwy, ' €K
H> usupuy' = a'bab'a®ba'b'a =wvy vy €K

H> wwuy'= a'bab'aba 'ba'b'a = wvz3v; 'vovsv; 'vivi ! € K.
3 1 > s €]
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